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随 善 科学 技术 的 发 展 , 研究 瑚 机 现象 的 概率 论 ,随机 过 程 论 、 
数理 绕 计 和 信息 论 等 学 笠 日 益 深 人 到 各 个 科学 领域 。 柯 尔 莫 哥 罗 
去 公理 系 的 提出 使 得 测度 论 成 为 概率 论 和 数理 统计 严格 的 理论 基 
HM. 因此 , 不 少 高 等 院 校 都 反 测 度 论 作 为 概率 统计 专门 化 的 基础 
课 列 人 数学 计划 .本 书 是 在 作者 为 南开 大 学 数学 系 委 率 论 专门 化 
所 写 的 "测度 论 "讲稿 的 基础 上 ,逐步 修改 而 成 的 ， 在 选材 上 A 
碰 到 关于 测度 论 方面 的 基础 内 容 ,更 主要 的 是 吸收 了 有 关 概 率 论 ， 
过 程 论 , 数理 统计 等 方面 所 常用 的 测度 论 某 础 知识 。 同时 为 了 自 
学 的 方便 ,本 蔬 力图 简明 易 懂 , 自 成 体系 ,只 要 有 高 等 数学 和 实 变 
温 数 论 的 一 些 基 本 知识 就 能 阅读 
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第 一 章 k 和 < 
SLI 基本 概念 


集 ( 或 集合 ) 是 一 种 不 可 以 精确 定 多 的 数学 基本 概念 ;: 所 以 我 
们 只 能 给 予 一 种 描述 性 的 说 明 。， 所 谓 “集合” 是 指 具 有 基 种 性 质 ， 
站 可 以 互让 区 别 的 事物 (或 元 素 ) 所 汇集 成 的 总 体 ， 不 含 任何 点 的 
集 , 称 为 空 集 , 常 包 中 表 之 .今后 我 们 所 讨论 的 集合 永远 是 指 其 一 
给 定 的 集 含 局 的 子 集合 , 8 本身 和 空 集 中 世 看 作品 的 子 集 合 .为 简 
合计, 我 们 把 上 8 叫 敌 空间 , 它 和 的 子 和 集合 就 叫做 集 , 常 以 大 写字 坪 A, 
B, C ,- CRP AMTER A, 4'…， 等 ) 表 之 ; 如 的 元 素 叫 做 点 ,以 
小 写 的 w 【或 带 有 附 标 , 如 my coz, + ° " , w' 等 ) 表 之 ;出 集 所 构成 的 
集合 叫做 集 类 (或 集 系 ), 简称 类 ,以 草 体 字 如 .wr , B, E, = 等 
RZ. 
如 果 点 只 在 集 《中 , 称 中 属于 4 以 me4 表 之 ,反之 ,以 omE4 
记名 不 在 4 内 ,或 不 属于 4 ,如 果 对 于 尾 意 点 wE 4 痢 有 wt 8B， 
就 称 集 4 包含 在 集 B 之 中 ,以 ACB 记 之 .如果 ACB 同时 BCA， 
刘 称 4 与 也 相等 , 以 4 = B 记 之 ， 集 和 类 之 间 类 似 于 点 和 和 集 之 
由 ， 只 有 属于 与 不 岂 于 的 逻辑 关系 ， 类 和 类 之 间 类 似 于 集 与 集 之 
EH 只 有 包含 与 不 包含 的 避 辑 关系 。 点 和 类 之 间 没 有 任何 上 述 哆 
辑 关 系 . 但 注意 点 中 和 单 点 集 {w] 的 区 别 , 前 者 是 点 ， 后 老 是 集 ， 
点 外 与 菜 一 类 .er 无 上 述 还 辑 关系 ,但 {o} 与 .人 就 有 属于 与 不 属 
于 的 逻辑 关系 了 .任何 集 都 包含 空 集 . 

为 简单 计 , RTE lorlo) (或 [4:x(A))) 表示 满足 基 
Rh 38 x( - ) 的 一 茹 点 ww (对 应 地 , 集 A) 的 全 体 ， 例 如 ， 

(OR +0), [0:0 & o << 11 = [0,1] 区 
HR. 


+H» 


(Z) OQ = 本 是 实 平面 ,ts y): =! + y = 1) 一 以 原点 为 
中 心 , 1 为 半径 的 圆 集 ， 

(PH) Q = (—%, 十 00), {a,j —°o < z < b < +o) 3 
(— co, +0) 上 一 切 右 闭 左 并 的 区 间 集 全 体 所 构成 的 集 类 ， 

集 的 基本 运算 

(D) 区 ,我们 把 下 面 集 , 称 为 集 4A 与 8B 的 交集 - 

ANB = {wwe 4 [il wE B}, 
有 时 也 简 记 为 AB. 一 般 情形 ,对 任意 非 空 人 参数 集 T, 我 们 定义 交 
集 为 
N 4; 一 lawe 4,, 对 每 个 :€ T 同时 成 立 }. 


aD 和 与 站 和 .我 们 把 党 
AUB = {mme AW mE B} 
称 为 集 a 5RR Em E ANB = p, WE AUB 为 4 与 也 的 
ERLA 4 -FB 表 之 ， 一般 情 况 , 定 义 和 集 为 
U A, = {o:o 至 少 属于 某 一 个 4,, z€ T). 


HETE, 若 对 任意 是 s€ T' Ç. z >= s B$, A,A, = $, 这 时 我 们 记 
U 4,22 21 4 


r+ T €T 


(D 22:58. 我 们 把 
A — B = {wwEd 但 wEB} 
FR20 38 425 B Z23538, 特别 4 一 上 9, 称 0 一 8B 为 了 的 余 集 , DJ B° 
wz. f 


易 证 下 列 关 系 式 成 立 : 
(As = A, (1.1) 
AC B => A°> B, | (1.2) 
(U ay- l, (1.3) 
(N af- U 45 (1.4) 


». . 


d — B = AB, (1.5) 
AUB— A+(B-— A)= 4 + AP. 
一 般 情形 有 
Ü 4, = EB, (1.6) 


其 中 
B, = Ai NAINA YA, 2> 1). 
CA = +) 
(IV) 上 极限 。 我 们 把 下 面 集 ; 称 为 集 列 {Aen 之 1} BJ FE 
限 集 
im 4, = {u:ow 属 于 无 穷 多 个 4,(* 2 1)). 
易 证 : 
Tm 4, = MN Ü Ar. (17) 


OO 下 极限 ， 我 们 把 集 
lm 4, = [w:o 至 多 不 属于 有 穷 多 个 A.C 之 1)} 


Ha 


称 为 集 列 Aan 之 11 BJ TERR gE: 


üm 4a = Ü f ax, a8) 


im A, C lim A,, (1.9) 
(1.1) 一 (1.9) 式 可 根据 定义 证 之 , 下 证 (1.7) 式 成 立 , 其 余 证 
法 类 似 ， 由 于 
mE lima, < o 许 于 无 穷 多 个 Aal) 
< WS n l, 存在 一 个 人 (ao) n 
使 得 o € Akaw 


n l, we UJ Ax 


Km 


<> s€ [) U ax. 


从 而 证 明了 (1.7) K, 
(VI) 极限 。 如 果 
lm Á, = Hm Aas 


ase 


MRI Ase D 1} 的 极限 集 存在 ,并 以 imd, AERE. 


定义 1.1 FRF {Aun 2 1} 具有 性 质 : 对 每 个 lA, 
CA, (或 A, CA.) MER {4an 22 1 是 不 减 的 (对 应 地 , 不 增 
的 ), 简 记 为 4,1 《对 应 地 ,4,1)。 不 沽 的 或 不 增 的 集 列 ,统称 为 单 
JEF. 

引 理 1.1 单调 集 列 的 极限 存在 , 且 


G) E At M lim A, = UJ Ans 
Aæ fa 


(iD 着 Aat W ima, = 门 4 
证 G) hat, B 


人 


故 n Ak = An, 所 以 


lim 4, = UJ N Arm U A, 


Bæn naj Ken 1 


再 出 (1.9) 可 得 


>N U 4x 一 fm 4,, 


Jim 4, D lHmA,; 


故 im A, 存在 且 等 于 Ú A. RPNE (u). 证 完 


由 于 集 类 是 集 的 集 双 ， 欠 而 我 和 可 以 定义 集 类 的 上 这 各 种 运 
E. 例如, 集 类 .ez 与 .ra 的 "和 ”运算 ,次 "运算 为 
as ` 


e. ll. aZ, >= LA: A 6 eR A € ls 
wi e>, 一 {A:AE a HAE er， 


812 几 个 重要 的 集 类 


定义 1.2 (i) 若非 空 集 类 Sr 满足 : 

G) 对 "次 "运算 封闭; FA BEF, WA BEF, 

GD 对 “和 运算 独 闭 : 若 4, BE. 多, 则 4 避 8E 5 ， 则 称 
F 是 环 。 

Gi) EF 是 环 , 并 且 空间 @e 2 , 则 称 多 是 域 ( 或 代数 ). 

GD EF 是 环 ,并 且 存 在 一 个 不 相交 列 Gr 2 NCF, 
使 得 0 一 > G。( 不 要 求 一 定 有 Qe Sr), WI 多 AER. 


=i 


TR F E= .多 JEE lk —> F EM IE 2 N, 

5181.2 # F 是 坏 , 则 必 几 EE. 贸 ,并且 对 “有 限 交 ”及 “有 
上限 和 "运算 也 封闭 。 

证 由 多 的 非 空 件 知 , 存在 一 个 集 4€ Fo, WEN A E 
算 的 封闭 性 可 得 外 一 4 一 À € 5” ; 5 对 “ 交 * 的 封 闲 性 、 可 出 关 
RA 

ANEB = (AUB) — [4 — B + (B —A)] 0.12) 
EF 对 "和 与 ^ 差 "运算 的 封闭 性 而 得 ， 对 “有 限 和 ”及 “有 限 交 ” 
的 封闭 福 , 可 由 对 “和 ”及 “ 交 的 封闭 性 并 应 用 归纳 砖 得 到 ， 证 完 . 

引 理 1.3 ”是 域 等 价 于 .多 FEBE A R Z G”) 
运算 封闭 . 

证 设 多 是 域 , 则 QE .多 ,对 于 任意 46 2 H 5 对 “ 差 ” 
BH, t A° = O — A € F, R| 52” 对 “ 余 ” 运 算 圣 闭 . 再 由 引 理 
12 知 入 对 “ 交 BREH, Mai 多 非 空 AA R RA” 
封闭 ; 则 由 (1.5) AODA: 对 任意 A, B € S 有 

4— B= 11) Br 6 2”, 


. F a 


AUB = (AF ULB Y = (ANB YE F, 
故 知 多 是 环 . 利用 引 理 1.2 可 得 9 一 are 多， 所 以 多 ER. 
证 完 ， 
定义 13 若非 空 集 类 多 ,满足 : 
(U) HRA BAHA: # Ae Z, WJ dre 多; 
CE) 对 “可 数 和 ”运算 封闭 ， 荐 {46:# > iYC s , 则 


U Ane F, 


则 称 .多 Eo 域 (或 称 o 代数 ). 

# 多 满足 (IT 及 定义 12 中 条 人 忻 (1, 则 称 多 为 5 环 , 

BE F 是 域 的 充 要 条 件 是 , .多 是 09 KE 9€ =. 

定理 14 i F 是 域 , 则 下 述 五 种 可 数 集运 算 的 封闭 性 是 相 
互 等 价 的 : 

G) “可 数 和 "运算 封闭 ，; 

(Gi)“ 可 数 交 ”运算 封闭 ; 

GD “IRAR” BAHH; 

G) “RRE 8 383414; 

C) “3848 BE BAHA. 

证 {An > cF, Ht F EER, (At 8 > 11 = 
且 {B。 2: cF , Hp 

B, = A NAN ASS A, (n >> 1, £ = $. 


# G) 成 立 , 则 U 45 e 2”, EATER KU 41) < =, 
利用 《1.37 
Na, -(Ù 4) EF 


n=] 


即 GD R EZ% GD 成 立 , 利 用 《1.4) 可 得 
Ú A. - (ñ £) e€ >, 


nel 


BD G) az. MAT G) 与 GD 等 价 。 


G) 5 GD AEE HA (1.6) 式 U 2, 一 258, E iB: 


n > 11.2 得 证 . 
车 Gv) 成 立 , 盏 引 还 1.2 知 不 减 集 列 


[Ú Arin 2 hesr, 
K=1 
根据 引 理 LI, 4 # — co 时 


U At U AEF, 


K= K=I! 


BH GO 成 立 ， 反 之 , 若 G) 成 立 , 设 {4r > 1} 是 不 威 集 列 由 引 理 
1.1 84 > — co ff 


Aat U AEF, 
#=]1 


GNR AMMOS Gv) 等 价 ， 类 似 全 5 Gv) 6926 fr 4: 
证 大 ,可 证 (ü) 与 (v) 的 等 价 性 ， 证 完 . 

由 定理 1.1 可 知 , 当 我 们 材 验 证 某 集 类 r 是 否 是 of 域 时 ?只 
须 验证 多 是 否 是 域 ， 同 时 还 须 验 证 定理 中 所 述 五 种 可 数 集 运算 
ZER? Pk rR Gi 或 (iv 8& G) 322 G) #t Gi) 易于 验 
HE. 另 一 种 情 阅 , 当 我 们 已 知 5 Eo 域 时 ， 则 多 ya” “3” 
EGOO) 等 集 送 算 的 封闭 性 都 可 应 用 ， 

例 1 多 =4d:4COHCG 的 一 切 子 集 全 体 ) 是 ec pk. P M, 
以 如 为 室 凋 的 任何 其 他 的 = 域 都 包含 在 它 之 中 .因而 它 同 空间 加 
ERA CERESA o 域 ， 常 以 SC9) 表 之 ， 

例 2 多 一 49,4i 是 zc 域 , 由 引 理 12 知 ,任何 域 ( 从 而 任 
HeRR QN p. kF — (Q. 由 是 以 加 为 空间 的 "最 小 * 
(EREDI o 域 和 域 . 

例 3 Q= (—oo , + os) 


F - {> (anbil:—o < g; < b; € a; bn < +o; 


im1 


. 7 a 


¿= 1,2,'* " n — 1, n > 1} 


是 羊 域 而 不 是 域 ,更 不 是 5 域 . 

e 域 是 个 重要 的 概念 , 它 是 测度 论 的 基础 之 一 ,但 它 的 结构 一 
般 是 很 复杂 的 , 在 应 用 中 很 不 方便、 TARTA RR = 类 的 概念 
和 定理 对 我 们 掌握 域 ,特别 是 ， 对 我 们 掌握 菜 星 集美 二 的 最 小 
o RORE TREDE W. 

EXIA 非 空 集 类 客 

G) 车 它 对 " 交 * 运 算 封 闭 , 则 称 €” 为 = 类 

Gi) FCA A ARR BAHA UR 和 为 单调 类 . 

Plt E = Gu, b] —co < ¿z < b < +co) JE = 2Ë Fj + JE: 
单调 类 .这 是 因为 任意 Soda < b, < +o ( = 1,2) 有 
ps š b, < a; B b, S< a) T, 
{a*,5*]，。 其 他 。 
其 让 ¿* 一 max Cars az), b* = min Chi, óa). 

TR p = (a, a] € € A Cars b. 1 1 Can by] € @# , kbl 
em 28. 但 


(a, b,] MCa bı] == I 


(0,1 -4 jio, DEF, 


WA F 不 是 单调 类 ， 

根据 定理 1.1 可 导 得 ， F 是 5 BRBU GSS as: E: 2° Er j: a 
调 类 ,又 是 域 (简称 单调 域 ). 对 5 环 亦 有 类 似 结论 . 

定理 1.2 . 是 z 环 的 充 要 条 人 性 为 多 是 环 网 时 又 是 单调 类 
《 简 言 之 为 单调 环 ? . 

证 A7 是 音调 环 , 设 

fanan > DoF. 

由 环 的 有 限 加 性 知 


{U Agin > DEF, 


U Art Ú A<. 


K=1 KE} 


再 由 单调 类 的 定义 知 


U a.€ F, 


#= l 


所 以 多 是 5 Y&. 
及 之 ; 设 
[Ann > 11 H Anatis 


由 引 理 1.1 知 


4 一 Ú Aaa 
若 是 5 环 , 则 对 可 数 和 "运算 封 半 ， 故 


am U 4.6 Z. 


m= 1 


所 以 多 对 单调 "不 减 极限 "运算 封闭 . f 
i Ann > lc 且 4 W| a, AtA — A, Fa 2 
是 5 FK, t E Ja AHA. 0 
{A — Anin 2 lc ， 
由 前 证 知 4, 一 4E SF ,从 而 由 A, 6 .多 及 对 “和美 "封闭 可 得 
4 = A Am AEF., 
故 多 对 单调 "不 增 极 限 ” 运 算 封 闭 , 
盟 一 方面 ,由 “可 数 和 ”运算 的 封闭 性 可 时 得 "有限 和 ”运算 的 
封闭 性 ， 因此, 多 是 0 环 ; 则 .多 必 是 环 . 
综 上 所 述 ,我 们 证 明了 oa 环 必 是 单调 环 ， 证 完 . 
定义 1.5 若非 空 集 类 多 满足 条 件 : 
(2.2 ZH gE F; 
(A) "AX HA: 若 {4,B}C B aB, W Ë — À e 
F; 
Go “RREI BA; £ {Amn > LCF B'ua,la, W 
AEF; 


. 由 


则 称 多 2⁄9 4 28. 
定理 1.3 F 是 7 域 的 充 要 条 件 为 多 既是 1 类 ,又 是 = 关 . 
证 EF Erg, 则 .多 ERKE 57 对 “可 数 和 ”运算 圭 
师 , 根据 定理 1.1 GA F 既是 1 类 ,又 是 x 类， 
反之 ,车 多 是 4 类, 辐 时 又 是 # 类, 则 由 (4), th) 及 ACD 
可 得 ， 对 任意 AE 2 都 有 
A = Q — Á £ 2, 
故 多 对 “ 余 * 运 算 封闭， 又 由 多 是 x 类, 所 以 多 对 “ 交 ” 运 算 
O SS, 根据 引 理 1.3 得 知 .多 是 域 。 再 由 名 满足 (ja) 及 定理 L.I 
可 知 多 对 “可 数 和 ”运算 封闭 ,从 而 证 明了 .多 是 0 城 . 证 完 . 
定理 1.4 EF 是 4 25,MU Sr 必 是 单调 类 . 
证 由 (4) 知 .名 对 单调 "不 减 极限 "运算 封闭 , 敬 内 须 证 咏 
对 单调 “不 增 极 限 ” 运 算 封 闵 , 即 可 得 .多 是 单调 糯 。 为 此 , 设 
(Aan 22 11 E A.G.lA. 
M A — AtA — A, RE Oa) R ADA S 1) 可知 
tA, 一 dain = DoF, 


HAH CG.) 即 得 
Ar AEF, 
而 A — ATA, RE. A, € =, = (A) 从 而 得 到 
A= A, — (A, AEF, 
这 就 证 明了 F 对 单调 "不 增 极限 和 运算 封闭 . 
RL A 多 满足 定义 1.5 中 条 件 G.) É G), MA PE GQ) 
等 价 于 (%) 对 单调 "不 增 极限 ”运算 封闭 
证 REEI E O) TFE A). 
反之 , 设 
[dan > LCF H Atd. 
#k Aa las, Eh a) K a 38 
JAn > ICF, 
F (¿O RM W) AEF. MASAN 6 57, KWHEBS y Q) 
R. 


. Jü =< 


de T... L. ... 


R2 F 是 4 类 的 充 要 条 件 是 3 是 单调 类 , 同时 满 中 条 件 
(2) 及 Oa). | 

证 ”由 定理 显然 . 

下 面 我 们 对 本 节 引 进 的 几 个 重要 集 类 以 及 它们 的 相互 关系 作 
一 个 小 结 ,以 简 图 示意 如 下 : 


ar> z 2Š 
aig = 4 
PELE 
¿ 类 


此 关系 反之 不 真 。 并 列 者 { 例 如 , 半 域 .oa SK. 1 类 ) 也 不 能 相 
吾 时 得 .这 一 切 希 读者 构造 反例 说 明之 ， 人 和 但 有 下 面 等 价 关系 成 
kya 
5 环 十 空间 
1 类 十 = 类 
域 十 单调 类 
c 环 e 环 十 单调 类 。 


a ji <= 


5130 ho BR, A-r EHE 


引 理 1.4 设 了 是 非 空 的 参数 集 ，3 表 其 一 集运 算 。 如果 集 类 
s G: € T) 对 每 个 te 了 都 对 8 运算 封闭 , 则 类 A .er, 也 对 5 运 
算 封闭 . - 
üE ” 因 集 的 基本 运算 只 有 "“U”,“ 人”。“C" 三 种 ,其它 运 算 痢 
可 经 此 “组 合 "而 成 , 故 只 须 对 此 三 种 运算 证 明 即 可 。 只 验证 8 运 
算是 "可 数 和 "运算 的 情况 ,其 余 读者 自己 验证 之 . 设 对 每 个 ze T, 
-ax 对 “可 数 和 "封闭 旦 

{A = 1}C N m rr 


IST 


TE 
* 11 < 


LJ a, EN .=.. 
m= 1 te T 
FXL A 
tA, “对 = >i, n aef es 


故 对 每 个 xzE TE { 4: n > 11C4,. 由 a, 对 “可 数 和 "封闭 , 所 
以 对 每 个 1eT 有 上 A, .er 从 而 U A, € eN re USE. 


系 ” 若 对 每 个 :ET 了, . r, ko RRA R), A 门 r 也 是 


z 域 ( 对 应 地 ,1 285. 

5115 对 任意 非 空 集 类 @ ， 部 存在 昌 唯 一 存在 一 个 吕 hh 
-er 使 得 下 列 二 条 人 忻 满 足 : 

G) ,ar DOE, 

Gi) HAARA E IT ar ,者 有 ,wr DA. 

证 ” 先 证 存在 性 。 我 们 已 知 至 少 存在 -一 个 包含 二 的 = 域 
SO (LAL @& . 一 Nar 对 一 项 党 咯 的 0 域 wr RE. 
HAIE 14 RR ,人 必 是 5 域 , 显 见 ,er > 且 对 任意 包含 EH 
0 域 yr” RA . ZD. er. 即 证 得 至 少 有 一 个 7 城 err WS PL GD 
和 Gi). 

次 证 唯一 性 . 假定 唯一 性 不 成 立 ， 即 存在 二 个 6 城 .sv 和 
ar Hr w arn E GA G RA” 

i . = .人 站 ,oz 
由 引 理 1.4 RM ,sr 是 0 BR H. Ds. jA 
. Jar >: sZ. 
所 以 a ES 
这 与 .er 满足 人 ii) 矛盾 ， 故 唯一 性 成 立 、 证 完 . 

引 理 1.5 可 直观 地 解释 为 : 对 任 章 非 空 信 娄 嘟 ， 都 存在 唯一 
的 含 多 的 最 小 0 域 ， 因此 我 们 可 引进 下 述 完 义 ， 

定义 1.6 REX € JEZ, 我 们 把 引 理 15 中 唯一 存在 的 满 
足 条 件 G) GDB ERA € PERN RRA FAR s 
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1 (í) TA 

类 似 可 证 引 理 1.5 对 1 类 ,9 环 , 单调 类 , BR. x 类 等 亦 成 立 . 
我 们 亦 可 类 似 定 六 售 只 的 最 小 14 关 ,最 小 5 环 , 最 小 单调 类 ,最 小 
域 和 最 小 类 ,等 等 ， 

VE % L| ph, 

2 = R = (—eo ,+ oo), 
Je Tu #R H Z< 4° e p= E 89 z PR o( r) 29 ER ERIR RR 
(Bore) RR, HU g 或 ag! EZ. Mik: 
B 一 ol ) k KE) = EF) = gE), 


其 中 
E= {a b]: 0 Z a s b < +o), 
E= 1 直线 上 的 开 集 全 你}, 
;一 {直线 上 和 风 闭 集 全 体 }. 
KETE e 维 空间 的 波 药 尔 集 类 g”, 
定理 1.5 2 3 F BAr e, WI 
FDE). 
证 RLF) E Z Hehi 35, i 
FDE) 
根据 定理 1.3， 如 能 证 ACE) Er, MaC) hho Ph. Fr RB 
EDE R aE) KERNER 
i DoE ), 
亦 即 SF 224(%)_o(%). 
因此 我 们 的 问题 转 北 为 只 须 证 ¿(S ) E = RRE 2635.2 
F, m (4: HEN B E E RE AB € XA)). 
HTE Rk = 3 Ñ @' C LU), EAEC, WAEN BEF 都 有 
AB ée #'C ¿(% ), 
RAER, ik lC sr ,, AEH UE SF, AC), Agi ik 
F, 是 1 类 于 可 ， 下 面 分 别 来 验证 之 : 
(a) Qé F ERER B c  , 
QB = BEETLE) 


G) “RE eH: AA 多 ,上 且 4 二 A; 则 对 任意 BE E, 
都 有 AB, ABEE) HB ALEDAB, Ahile) Ei, 
(4, — AB = AB — AB EACE). 
FTA 4, AE F a; 
2)“ 不 减 概 限 "封闭 : 设 
[Aann > 1}C F, H AtA, 
则 对 任意 B € @ 有 
{AB:n > lyCi(%) B A.BTAB, 
EH 2097) 荐 4 类, 故 


ABEILLE), 
所 以 AEF. 
综 工 得 知 27, h 2 3. MA 52 —1(%). 
次 证 .多 DE , 其 中 
Sr, = {4: 对 任何 B € AC) RA ABEE. 
Ë AEE, 对 任意 的 BEAT), BANER 
ECF s 
故 B £ 52r,. HE F BJ X 3 
AB = BAECS), 
亦 即 4€ Fa 所 以 FDF. 

类 似 F ,是 4 类 的 证 法 ， 可 验证 多 : 亦 是 2 类 ， 从 而 得 知 ` 
FDE) TR EAEE), WE AEF BH FRE 
SA HEA BELE), WA AB 6 AG), MALE) 是 < 类。 

本 定理 在 本 课程 中 起 重 变 的 作用 . 它 是 测度 论 基本 方法 之 一 ， 
BIAIS A- 类 方 社 的 理论 基础 所谓 4-x 类 方法 是 指 下 述 方 法 : 
我 们 要 证 明 = 类 eE oe RRRA ERRE A 
我 们 的 办 法 是 将 具有 “此 种 性 质 ” 的 集 全 都 拿 出 来 , 它 所 构成 的 类 
A F 表 之 ,车 能 证 明 .多 —< H. 是 4 类 , 根据 定理 即 可 得 到 
S= DAE), IR oe) 中 华 共 有 ”该 恬 质 "， 

如 果梨 类 o 我 们 不 知道 它 是 否 是 x 类 ,或 者 多 不 易 验 证 其 
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是 否 是 1 类 时 , 定理 1.3 不 能 用 , 但 我 们 可 直接 验证 条 件 ECI 
HEF 是 0 域 ,由 a (C) 的 最 小 竹 亦 可 得 到 AeA, JRR 
CE) 中 集 上 共有 "该 性 质 *"， 验 证 5 域 时 可 用 定理 i.i, 

类 做 地 , ATE E BJP j 2 28 209). S s 3 Ga (9), 最 
SR aE) 等 等 , 我 们 要 和 证明 它们 中 的 元 素 ( 集 ) 具 有 “ 某 种 性 质 ” 
时 ,我 们 的 办 法 仍 是 令 .多 是 所 有 具 “ 该 性 质 ”的 元 案 ( 集 ) 全体, 然 
后 再 验证 éF B F 对 应 地 是 4% 业 、,o 环 , 域 等 等 ,从 而 由 最 
AER bil] 2 (7). , o ECF , ECF 等 等 . 即 
它们 中 的 元 素 ( 和 集 ) 具 有 "“ 沪 性 质 ”. 

例 5 设 客 是 非 堂 集 类 , WEA e 的 最 小 Roe) 中 的 
集 都 可 被 er 中 的 可 数 个 集 所 覆盖 ， 亦 即 证 明 c, (Q) 中 集 都 具有 
ERRE 中 可 数 个 集 所 覆盖 ”。 利 用 前 述 方 法 2 

= LA: 4 能 被 客 中 可 数 个 集 所 碍 盖 } 


一 [aac Ù C, BR. {Cain > neej}, 


区 须 验 证 ECF BH. F aE, 
ACE, EC =C a, W| C = |) C, A {Crn > 
ICE, CEF, NEECCF. E 
iZ A; € 57 ， 则 对 每 个 := 1,2,3, REE 
{CD > 11] 


使 得 
A, U CP, 
" == 
A, — A.C A, Ü cp, 
ni 
Ü aC Ú Ú c= Ú ce 
a i Zi = jl 


CR, k 1.2... CP, 
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外 多 对 " 差 " 及 "可 数 和 "运算 圣 闭 .所 以 多 是 0 环 ， 综 上 可 得 
ECF D F E cK, s (C... ESE. 

关于 oí) 5 F 的 关系 问题 ,再 简 述 如 下 ， 

读者 不 难 想象 ， 食 E 的 最 小 域 a( 客 ), 由 合 宅 的 最 小 性 ， 
LE) 中 的 集 必 定 与 E 由 集 密 切 相关 , 再 由 域 对 " 余 ”“ 交 “和 - 
运算 封闭 , 国 此 猜想 是 否 可 以 通过 e 中 集 反 复 经 过 “ 余 ”、“ 交 ”及 
“和 ”运算 逐步 扩大 而 产生 aC) do 下 面 的 构造 性 定理 回答 了 这 
个 问题 ， 
定理 1.6 E10, pE, WH % E BJ 32 DR ale) =] 


RA 
aE ) = U Far 
其 中 s, = g, 对 每 个 2 l 
k. 
E, = U (a n BOHA oB IC... k = 12... ku 
k= 
ka= 1,2.3...1 
IE, WHE CEE IN $ € %@, = % , ik 
c = CN € %@',, 
所 以 ECF o 用 妇 钠 法 可 证 得 
(1) 
ERa E) 是 全 F 的 域 , 而 域 对 " 余 ”、" 交 ”,“ 和 "等 运算 部 是 封 
HRS AE 
@ = EOP: ER a C Cal ), 4n = 1); 


# < Ú Gaal Y 


下 证 
P] Ea 
At @ C UJ @, É aC) 的 最 小 性 , 只 须 证 UJ @, 是 域 即 
n=l = Ú 


* ló œ 


aj. | ' 
G) HA BAHA: Wp 4E LJ E. 则 存在 一 个 正 整数 
m= Ü 
nas EAEE, AHF 
Q e % = € CS C. CE aga. 
RE F a 的 定妆 ;因而 有 
4° = ONAE Ea nT UJ Eae 
GD 对 “和 ”运算 者 闭 : 设 4, B € U E, 则 存在 正 整 数 nao 
下 号 使 得 
AEBn B. B € @,,,. 
令 m = max {na neh IH Enin > 1} 的 不 减 性 可 知 
A, BEG En E ne 


H Ca EXA 


4 = U (Ga. n Biz), B 一 U Ca, N Bs), 
k=1 k=1 


{Airo BaCO E nai ¿= 1,2; k = 1,2,` ` t$a. 
Ña = max {ka> kaste 


故 
2 ka, - 
AUB = U UJ CAR B: 8 @, C En 
i=] k=1 == 
从 而 证 角 了 "和 ”的 封闭 性 
综 上 得 知 U FÆR. Mme @ c | J] 中 ,可 得 
m= 0 == Ü 
| AEE @,, 
再 由 前 证 友 包 含 已 成 立 , 故 
E) = UJ En 
w= Ü 
EZ. 


HERFRA. HH g JEE Aeg, Hi 
O = A+A, q = ANA, 
& @ = gU, gol PIR ESO EE, AE 
KE) =al F) m U F. 


从 而 可 得 宅 ' 的 最 小 域 EO 可 由 F PRR A e qn” 
BZR ZDI RATA KA. MEIA er 中 集 。 当 
然 , 对 某 些 特殊 形式 的 E, ERS RESLAR EEO, 

pe We 一 4} 是 由 一 个 集 所 梅 成 的 类 , 则 

if 7) = [o= a + Ar, A. A, óY. 

读者 自然 会 息 到 定理 中 的 最 小 域 w( 客 ) T J” SJ E: | z tü 
(E) 的 构造 ,是 否 可 将 E > 1) 中 的 “和 ”推广 到 “可 数 和 ”， 
再 到 I, 2 11 可 数 个 求 和 就 可 得 色 ol 儿 ) 呢 ? 答案 是 否定 
的 : 后 一 个 求 “可 数 和 ”, 推 广 到 更 高 一 级 的 求 和 ,定理 才 是 成 立 的 
《有 兴趣 的 读者 可 参看 [11 p. 26). 因此 对 最 小 5 域 的 构造 ,一 般 不 
能 通过 对 E 中 集 进行 “可 数 和 ”、“ 可 数 交 ”及 “ 余 * 运 算 , 逐步 扩大 
集 类 , 经 过 “可 数 ” 次 扩张 得 到 最 小 5 域 ol 多 )。 但 对 某 些 特殊 类 
WORE. 上述 办 法 却 有 可 能 成 立 ， 


$314 可 调 空 间 ,拓扑 可 测 空间 


定义 1.7 我 们 把 某 一 给 定 的 空间 日 及 其 上 的 5 域 er 所 组 
成 的 “对”( 加 , ,er ) 称 为 一 个 可 测 空间 ，.wr 中 的 元 素 ( 集 ) 称 为 
:2 可 测 集 ， 

今后 车 不 另 加 申明 ， 我 们 都 固定 一 个 可 测 空间 (2, ,er), 所 
谓 的 可 测 集 (简称 ), 就 是 .sr 可 测 集 . 

可 测 集 的 “可 测 ” 与 给 定 的 可 测 空间 有 关 , 一 般 说 来 , 同一 个 
集 , 也 许 对 这 一 可 测 空 间 可 测 , 但 对 另 一 可 测 空 间 就 未 必 ”" 可 调 ”. 
异 然 ， 若 4 是 可 测 空间 (98, .er ) 的 可 测 集 ,日 上 的 另 一 个 gz 域 
A Daa 则 A 是 C8， er ') 可 测 空间 的 可 测 集 。 实 变 孙 数论 外 


. jġ a 


中 所 谓 的 可 测 集 ， 是 对 特殊 的 勒 内 格 (Lebesgue》 可 泗 空 间 CR'， 
F) ( 38: 表 勒 贝 格 可 测 集 类 ) 而 吝 的 ,不 要 与 我 们 这 蛙 的 一 般 抽 
象 空 间 的 可 测 集 混 湛 ， 

定义 1.8 FRZ AM 满足 : 

Gi) DER, 

GD H ERR RSIR Z” BAHA. 
MEERA y X)2s[8] Q kA 27 中 的 元 素 称 为 开 集 ， 

全 7 RO= R'-— n 维 欧 几 果 得 空间 ， 

R 一 {4R* 中 的 开 集 全 体 }. 

易 证 。 这 样 的 C2, K) 是 一 个 探 打 。 事实 上 ， 一 般 拓扑 这 个 定 
义 ; 正 是 从 这 些 具 体 的 东西 ,抽象 和 发 展 而 来 的 . 

定义 1.9 设 2 是 空间 8 上 的 一 个 拓扑 ， 

G) 我 们 招 CQ, 人 2) 称 为 一 个 拓 托 空间 。 

Gi) #& (Q, K, (27 7 为 一 个 拓扑 可 测 空 间 ， 

拓扑 可 调 空 了 间 (Q, K ,ol BY )) 是 一 个 特殊 的 可 测 空间 , 它 
的 5 域 ol 人 Bx) 是 由 一 个 拓扑 BR 产生 的 0 域 ， 而 一 般 的 可 测 空 
间 , 只 决定 一 个 空间 8 和 其 上 的 一 个 o 域 wr, 可 以 完全 不 牵涉 到 
拓扑 ,更 可 以 不 是 由 一 个 括 扑 产生 的 38. 

正如 我 们 扫 由 直线 ,一 般 地 , z 维 欧 氏 空 间 上 的 开 集 类 产生 的 
ç 域 ( 等 价 于 “ 装 开 区 间 ” 迷 产生 的 0 ER) 称 为 波 莱 尔 集 类 一 样 ， 
我 们 也 把 ot 2 )》 称 为 拓扑 空间 (0, 2) RERE, AA 
BCK) 表 之 . 


习 题 
1. 试 指出 下 列 各 种 情形 ;哪些 是 域 , 哪些 是 9 域 ,哪些 是 x 类， 
哪 是 1 25. DB E S] 28 o 
(i) 8 是 不 可 而 集 
E 二 44:4 或 4: 的 势 至 多 可 数 }. 
(ü) Q 是 不 可 列 集 , € = (A: 4 BJ 825 32 B 32 Y. 
Gü) 设 E 是 环 , F = L4:4 € @ BË At € @ )., 
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Gv) Q 是 实 平面 , @ = {4:4 或 45 能 被 至 多 可 数 条 水 平 直 

(v) ËA > $. ÀA >< Q, % = ÍQ, A. AS). 

2. 设 .sr ,ez 是 二 个 同一 空间 的 集 类 . E A 6 (i = I, 
2), AE: AUA arn UAn ANGEL N n EARO? 

3. ik Ama m 4. Am = B(n =1,2, O) B. À > B. 

G) 试 求 im Aas lim Aa; 


Gi) 试问 fm 4, 存在 否 ? 
4. 试 证 集 列 {4,:# > 1} 的 上 、 下 极限 染 与 染 列 的 前 有 限 项 于 
关 ; 再 证 。 如 时 除去 有 限 项 后 , 集 列 是 单调 的 ， EAL DRI. 
i fo 1 一 一 EATA 
5. 设 Ama = (01 )， +, [0.1 +4) > 1). 


1 

, 28 — 1 
AA: {4,:# > 11 PRB? WBS E r F 4E2 

6. 试 举 一 个 是 4 类 而 不 是 类 的 实例 。 

7. 设 集 类 P 满足 : 

LETO) ZP 9 € <; 

G) “RZ” ZAH. 
WE F A R EEM BAHH. 

8. 设 多 是 对 单调 不 增 极 限 及 不 相交 可 数 和 运算 封闭 的 集 类 
CHEM) AIE: o 环 是 正规 类 ;正规 环 是 o 环 . 

9. z E E dF22 428, RE: HETA coe) 部 存在 一 个 集 
PJ {Ban > ICEF UEa > 1} 与 4 有 关 ), 使 得 4 € oG Ban Z 
Lj). 

10. Ez e EZE Q RAIER 3628, 4 是 8 中 任意 加 定 集 , 令 

@r a= {BNA:BE @), 

试 证 : ANLE) = A NN ANA. 

11. 设 ,wr 是 9 Hh, £ 《ey EL. A >< $; AORERE BCA, 
是 否 BE .szr9 若 不 一 定 , 试 举 一 皮 例 以 明之 ， 

12. i E, = 44}, 客 ;一 {空间 [0, 1] 中 有 理 数 的 一 转 有 限 

a 20 a 


T+), 试 分 别 搁 出 Fo F, jeepa 环 和 最 小 o Pk. 
13. i4 R = [—co oo] = (—co, +o )+4(—cso 1 +1 +y 


E = I>: 《et bale — 00 < ag < b, < +o, (ara bk] 


k=1 
(k= 1.2, ... n) IF 3125; z > i}. 
UR 3928 ja) @; g 的 最 小 5 域 o( F), aA ap, 以 员 Szer 
的 最 小 5 域 (F), 记 为 Bes W B 和 Boe HAER? 
14. 设 e 是 空间 台 的 任 一 子 集 类 , 令 
Z = 144: AEE sË At 6 @FYU (O, ay, 


| R- =N AA E , e (Ñ 一 1 2 il, 
#=1 

| 人 Bi: B, €. i=l, 2, e, m) 且 下 不 相交 ， 
=l 


m>1}, 


WE: r= a(@), ARAE) EA F Rho 52. 

15. @ = {Asn >l) B. ANA = 6G j RRE F 
的 展 小 = R alg h). 

16.2 ATO., & 

@ = {[B-AZTBT0}. 

WE a( ) J: Ei O BUBEE T $E BJ pk RJ? 

17. 设 集 类 e 是 由 可 数 个 集 所 构成 ， 试 证 含 客 的 最 小 域 
lE) 也 基 上 直 可 数 个 集 折 构成 .试问 sC) 中 集 的 个 数 是 否 也 可 
Fi? 
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第 二 章 0 域 上 测度 的 构造 
§ 2.1 测度 的 定 疼 及 其 基本 性 质 


本 章 的 中 心 问题 就 是 要 在 o 域 上 建立 测度 ， 但 o 域 的 结构 一 
般 说 来 是 很 复 架 的 , 要 在 其 上 首 接 建立 测度 , 不 是 一 件 容 易 的 事 . 
因此 ,通常 总 是 先 相 较 简单 的 集 类 ,如 半 域 (或 更 简单 的 集 闫 》 上 建 
立 测 魔 ,然后 设法 将 该 测度 的 定义 拓 懂 到 更 大 的 集 类 上 去 . 

了 以 集美 为 定 蚁 域 的 函数 吗 做 集 函 数 ， 以 下 我 们 要 考虑 取 实 值 
(+b TER + ooy sbs st, 为 了 避免 误解 , 对 土 oo 所 作 各 种 运算 的 
意义 * 符 规定 如 下 :对 任 寒 实数 a 

g + ( +ço) = ( +O) + a = +0, 
+, >i, 

a( +0) = {t)z = <0, a = 0, 
FO, a < Ü, 

aj = 0, 

tjai /0 = +%, a 0. 

在 实 变 函数 论 巴 中 , 我们 知道 勒 贝 格 测度 的 最 “核心 ” 的 性 质 
是 它 的 非 负 忻 及 可 数 加 性 。 对 一 般 的 抽象 空间 , 自然 我 们 可 以 把 
BEXAR ESME, . 

定义 21 设 P 是 定义 在 环 过 上 的 集 函 数 , 如 订 P 了 满足 条 性; 

(P) P(p) = 0; 

CP) 非 负 性 , 9 =< P( A) < 扫 十 oo。 对 任意 À € 9; 

CP) o at (seuls hHbE). MER Ann > LCE A Y A; 


—4G= E > 4 人 都 有 P( > 4,) = D P(A); H 
#=1 s=1 = 1 
FR P E s L A F BU BE, 


` 22. 


(P) Apin. AAE A, BES B. An B |m pRa rA 
+ B) = P(A) + P(B), WRP T£ @ LRARRmE AHHA 
纳 法 ,不 难 证 明 对 任 章 有 限 个 不 相交 集 [A An t A.C , JF 
有 
(314) = D4). 

” 设 P 是 环 儿 上 满足 C) 和 O) KEAR M A t (P.)o JH 
HRF CO 有 限 加 福 ， 但 反之 不 真 ， 事 实 上 ， TEE A BEF, 
HANE = $, H (Ps) É POA 

PLA + B) = P(A + B + $ + *-" + $ + -- *) 
= P(A) + P(B) + PCH) + :-- + P($) 
+ P(A) + P( B), 
BI Ps) 成立， 
例 1 设 2==R=( 一 00,+%), 


_ {5 (as bilim < a < # < +e (Cai, bl 


G= 1.2... - n) ERX, n > 1}. 
在 客 上 定义 集 函 数 


P (> (azs 1) 一 > b; — fis 


AE rE g EWE. 
例 2 iE G — [ws mt nat} 
F = S(9) 是 号 的 一 切 子 集美 
fE ER S 上 定义 集 函 数 也 为 | 
Pilat) = pi P(A) = > Pæ = 5 prs 


P(e) =0, | 
其 中 eC > 1 是非 负 实数 。 易 验 证 了 是 ge 上 测度 。 其 特例 是 
定义 


PCA) = 4 中 点 的 个 数 ， 
pia P(le;)) = p; = 1 G= 1.,2.3, 2. 
例 3 ikan (OQ, EF E EX 
P(O)= 1, P(4) = 0. 
则 了 是 域 q 上 测度 ,. 
环 坟 上 的 任意 测度 PP 其 有 以 下 人 性质: 
和 性质 1 {单调 性 ) A, BEF B AC B, WI PCA)= P(B). 
证 AA ACR H B =d +B A) 由 省 是 评 及 44， 
Be MI B — AEF. RAMEK e dtng ARIE, 故 
P(B) =P A) + P(B — A). ` 
再 利用 渊 度 的 非 鱼 福 知 PCB 一 4A) > 0, 所 以 
P(B) > PCA). 
性 质 2 ( 减 性 ) BA BEG, aC B HPA) < +, Mi 
P(B — A) = P(B) — P( A), 
ME 根据 性 质 1 中 所 证 
: PCB) = PC A) PB — A) 
利用 PCA) < 十 ce RPA) > 0 本 得 
P(B — A) = P( B) — P( A). 


性 质 1 和 性 质 2 众 证明 中 可 见 , 它 们 并 未 用 到 测度 的 加 性 ， 
HRE (CH 有 限 加 性 。 因此 它们 对 任 春 非 负 可 加 集 函 数 都 成 
"i . 

性 质 3 (eo 加 性 ) 38 {4n > YC, Ac Z H. Ac 


U dyo jij 
P( A) < EA). 
#= 


特别 , REAT , RPE 


+ 23 a 


P (Ú 4. )< eco, 


m= 1 


HE 利用 (1.6) 式 及 a= Ú da 有 下 式 成 立 


-(U 4 Jnae (225, )nz— Ès, na, 


其 中 
B, = Ardit Anida = 1)» Ao = b. 


Ho WHR BCA. a S 1) 和 性 质 1 可 得 
PLA) 一 3 PCB.) < 六 PCd.4) < OPCA). 
s=1 sxi 


B 4 —= UJ ace MA 


P( U A.) < > POA). 
性 质 A FERE jadan >> DNCE RAES. ÆA, t 
ALa — ©), W PCA. t P( A), 亦 即 
lim PC A) — Pllim A,) — P(A), 
证 ”由 “1.6) XE (A.:6 > NCE RETRAI, ARE 
1.1 可 得 


4— UJ Arm Y (Ar — Atah 
k=1 k= 
其 中 Ao = p, Ei c 加 性 知 
PCA) = > PLA: 一 4,12) = lim s PC At 一 Ar) 
k=l ">e k=1 


= mp (XD (Aa — AO) = lim P(A). 


性 质 5( 上 连续 上 性》 {Aen SICE HAER 25 Lt. 1 
Ata 一 co), 并且 存在 一 个 4。 EPC < +o, W PCA,) L 


. 25 » 


PCA), 亦 即 
lim P(A,) 一 PClim An) = PCA), 
证 BLA,l14, iklan — 4.) 1 (a, — Aa 2 m). Eb 
Bi 4 RIER 2 482381 3 s Z nj) 
PCA,.) — P(A,) = PC A, — An) È PAA — A) 
— PAn) — PCA). 
再 由 P(A) < +° 得 PCA,) APAN HES, 
性 质 5 中 条 件 “ 存 在 一 个 An, WE PCA) < 十 oo 去 掉 后 ， 
结论 是 不 一 定 成 立 的 .反例 如 下 : 
例 4 a {1,2,3,2 h E = S(Q), 
PCA) = A PATR 
EA rÆ, R 
Aa m {asst laa d 2, b, n> l, 
TR Arp e. H PCA) = Ho (s 22 1), úK 
BEmP(4,) 一 十 ce == 0 = Pip). 


WX 22 krme 上 的 集 函 煞 。 

Gi) MEHER AEE, AA pll < 十 oo 成立。 则 称 9 
EF LEAS. 

(ü) 如 果 洒 任意 4 吕 ， 孝 存在 一 个 集 列 Ia, 6 2: 11 C, 
使 得 


Az Ú A, E lepli < +e nal) 
n=l 


Mieg E Ek z 有 穷 的 . 

引 理 21 i g EZK hR EE 上 的 测度 , MP 
在 安 上 o 有 穷 的 充 要 条 件 是 ， 存在 一 个 不 相交 的 集 列 Lan > 
LDE a, tE 


Q= > 9, R P(0,) < +o (221) 


成 立 . 


» Zú» 


= 
[a 4) 


111} 


证 ” 先 证 充分 性 : 由 于 对 任意 46E 宝 ,都 有 
ATA 一 5 o, 而 0 去 PCo,) < 十 oo (n> 1), 
r=} 


HAPEE LeAF. 

次 证 必要 性 ， 由 于 e 是 半 域 ， 所 以 存在 一 个 不 相交 集 列 
1Go > DOF B. o = 2>16G,. BH P t @' EJE o 有 穷 的 , 歼 

=i 
对 每 个 G >> 1) 都 存在 一 个 集 列 Aaka NCE 使 得 
PEA sn) < +o (k Z 1) H G,— Ú Apka 

REC 是 半 域 及 《1.6) 538410 E Aak 2 1) 是 互 不 相 
FREF. ARER G, O Aans k = l, 2,337) R£ FB 
ZEE T E B.P E 


DD lG, na, =a 


n=l k=1 


E 
PCG D Aar) =< P( 4,,) < 十 oo (n, k = 1) 


等 性 质 ， 令 
Q, 一 Gf ts 
BI] 
O= D, O, B PQ) T+ (n,k > 1), 


m k= 

从 而 必要 性 得 证 ， 证 完 ， 

PiE E ER SH OEE, WE 上 测度 王 的 有 穷 性 等 价 
T* P(O) < +o, TR PASDE ARR ARRA. 

引 理 2.1 说 明了 在 客 是 半 域 及 P 蚌 测度 的 条 件 下 , PE, 
E) Lo ARER, BAPE, F) 上 不 一 定 是 有 穷 的 , 但 
PERED (Q,, Co 上 确 是 有 穷 的 。 其 中 对 每 个 # 守 1 

@, = (ANGO: AE YG} 

EA Q, 为 空间 的 域 ， 

我 们 把 域 客 LARA PO = 1 PWE PRAMENE CA 

. 27 a 


HEE), 

BA 1A Er 有 穷 测 度 , 例 3 ERRE. 在 验证 某 
一 给 定 的 集 销 数 是 测度 时 ,o 加 性 最 不 易 验 证 ,下 面 定 地 提供 一 个 
简便 办 法 . 

定理 .21 PERE 上 有 限 可 加 , 非 负 , #25 382838, 则 P 
是 5 可 加 的 充 要 条 年 是 了 满足 “连续 性 公理 ”， 对 任意 {4,:# 守 1} 
2E B An 4 ç RA PCA) 4 0l — co), 

证 必要 性 让 性 质 5 得 到 . 

充分 性 设 18,: Z: 11 Ey dh 1 — Z A 82 | E. B = 
> s, € @ , Z A, = > s. ER, Asbo H.A, =8- Y 


过 一 
m e €G = 1, 2,3,: e). 由 连续 性 条 件 可 得 Paa) 40 (n — 
so), 更 由 有 限 加 性 得 


P (55) - (> P, + 4,) - (> B.) + P(A,D 


= 2 P(B,) + PCA) D P( B.) + 0. 
k51 k=l 
故 | 
P(X r) = EGEO, 
k= i . k=1 
Bo 加 性 成 立 ， 证 完 . 
为 了 将 半 域 镶 上 的 测度 扩张 到 (E) 上 去 ,外 测度 的 理论 是 
重要 的 。 回顾 实 变 函 数论 外 中 的 扩张 办 法 是 通过 引进 外 测度 和 内 
测度 的 概念 ,然后 利用 内 、 外 测度 相等 来 定义 工 可 测 集 类 .。 从 而 法 


到 扩张 的 目的， 当然 我 们 这 里 也 可 采取 这 种 办 法 , 但 下 文采 用 的 
是 由 卡拉 吉 搞 多 里 提供 的 更 为 简捷 的 方法 ， 


$2.2 外 W 度 


定义 2.3 设 P* 是 定义 在 空间 吕 的 一 急 子 集 类 S(Q) 上 的 焦 


. 28. 


AR, 如 杂 它 满足 : 

(PF) P*(0) = 0, 

(P*) {单调 性 ). Æ ACB, W| P*( A) S< P*( B) 

(PF) (PÉ z 加 性 ) 对 任意 集 列 {4。.:n 之 1} 有 

p* ( Ú A.) < SIP*CA,D. 
n=l „n=l 

则 称 P* 为 S(Q) 上 的 外 调度 ， 

显然 ,由 (PY) 和 (PZ) 可 知心 是 非 负 的 ， 由 测度 的 定义 及 性 


HEPA SCO 上 任何 测度 都 是 外 测度 .但 反之 不 真 . 
定义 24 设 哇 是 半 域 ， 对 于 党 了 如 果 集 列 {Crn 2 1) Wa 


E: Bc U C, B (c, 2 YC, Wk {Crn > 1) E B 0 — 


N 0, 4A— 2, 
P (= 1 了 AE S(O). 
易 证 : P* 是 外 测度 ,但 不 是 测度 ( 当 马 不 是 单 点 集 时 )， 
引 理 2.2 若 客 是 空间 8 上 兴 域 , 则 对 任何 集 4 € SC2) RF 
在 一 个 与 4 旋 关 的 嘱 覆盖 . 
证 因 中 是 半 域 ， 故 存在 一 个 不 相交 集 列 1G.:7 守 1}C 


且 > G, = QDA. Wk (íG,:n > 1) 即 为 所 求 的 s ER, 
定理 2.2 Be EER PEC EWE HERA CESO), S 


P*(4) = nf {DPCC): 4c U Ca H {Cain > nce), (2.1) 


则 P* 是 外 测度 且 在 多 上 P* 与 了 相同 。 进 而; EPEE Eog 
穷 , 邮 PP* 在 $8(0) 上 也 必 o 有 穷 . 

证 ”根据 引 理 2.2,; 对 任意 48 S(Q) 必 至 少 存 在 一 个 4 的 咱 
TEMMET (2.1) 式 中 下 确 界 有 意义 . | 

H ç EF, 天 PH) — Pie) = 0, BD (PF) 成立。 设 A4CB， 


. 29. 


其 对 生意 的 F 覆盖 类 {Cn > 11 WAE AN 多 A, 
浴 加 取 下 确 界 的 范围 念 大 ,下 确 界 值 合 小 和 的 人 性质 知 PAS 
P*( B), PH CPF) 成 立 。 


下 证 (PF) 成立 ， 没 4 一 [4ss 先 设 P*(4,) < +oo (n = 
n=l 
1.2,-.-), E FERAE mA, E a > 1 对 每 个 wy 都 存在 一 列 
{Ck eF RE. 4,C U cz, 使 得 


&=1 
P*(A,) + e/2 > > PC CZD. 
k=1 


AC |]J cif {Cn 1,4 > 11ca, 


m.t=1 


p*( 4) < S PCCD < > ("Ca + z) 


TATL 


| — S P*(A,) + s. 


所 以 Pr(4) < 21 PCA) BB (PE) 成 立 ， 
如 时 (PC): = 1} 中 有 一 个 P*( A, 一 十 oc， 则 更 有 
PEAJE H m PAn) < D PCA) 
成 立 , 即 ( 降 ) 成 立 . _ 
由 于 中 的 任 一 元 素 C, {c} 是 5 的 一 个 多 BER. Mk 


H (2.1) 可 得 PYCC) s< P( C); 另 一 方面 ， 对 < 的 任 一 个 e We 
R [Ce 22 1), HT P E: $ 上 测度 ,所 以 有 


P(c) < P ( Ú c,)< Ere). 


E C1 AECC) s p*(C)., MIMET PCC) = P*( C) PI Æ 


+ 3ļ 


€ E Pt = P., 

根据 引 理 2.1 REES F. Pt = P, AAEE EB z AA 
SS P* Æ S(Q) 上 的 有 穷 狂 ， 证 完 ， 

定理 22 中 的 半 域 ,车 加 强 为 域 时 , 则 了 P 卫 的 有 穷 性 可 导 得 P* 的 
有 穷 性 ， 

定义 2.5 设 P 是 半 域 久 LWE, RPAH (2.1) 式 定义 的 
外 测度 P* 称 为 客 上 测度 PP 的 导出 外 测度 . 

外 测度 在 什么 冬 件 下 就 是 测度 电 ? 

518 23 车 外 测度 P* 在 半 域 儿 上 是 有 限 可 加 的 , 则 P* 是 
€ LIE, 

证 H (PP) #H (PZ) 知 PACo) = 0 É p* E IERS. 根据 
CPZ), 为 还 P* 是 9 可 加 的 ， 只 须 证 P* 有 下 述 性 质 : 对 任意 IB,: 
s> ly BNB;— H(i 有 

BD Pa < P*( > B.) (2.2) 
成 立即 可 。 事实 上 ,对 每 个 2 六 1 由 的 单调 性 及 有 限 加 性 知 
2; P*( B) = 402 B) = p* (> Ba}. 
$ n — o ME (2.2) z. üE2Z, 

由 引 理 2.3 知 S( Q) 上 外 测度 P， 若 把 它 的 定义 域 “ 缩 小 "到 
关 一 个 福 足 有 限 加 人 竹 的 半 域 上 ， 则 P* 在 此 半 域 上 就 必 是 测度 了 。 
基于 这 一 思想 ,我 们 有 下 面 定理 . 

定理 2.3 设 P* 是 8(0) 上 外 测度 , 令 

H" = {4: 对 任意 B ESCO) 都 有 
P*(B) = P*( BA) + P*(BA YY. (2.3) 
则 GO S+ Eos R, Gu) P* 在 .名 * 上 是 测度 , 

ME (a) 先 让 22 * E PE AE 多 *, 由 (2.3)7 对 任意 B € 

sa) 有 
P*(B) = P*( BA) + PCBA) = P*( B Ac) 
+ P*( B(A). 
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w Aa € 57 *, BJ 2 * XJ rj. 
Mk AoA € Sr *, Fi (2.33) 和 BB 的 任意 性 分 器 以 BA... BA: R 
在 好 可 得 
P*( B) — P*( BA) + P*( BAB) 
= P*( RA A) + PCBAAS) + P*( BAtA2) 
+ P*( BAtA5)5. (2.4) 
在 (2.4) 中 再 以 B( 4, UAD 代替 得 
PY( B(A, UAD) = P*(BA,A;) + PHBALAS) 
+ PBA AD + 0. (2.5) 
$3 (2.5) CA (2.4) 得 
P*(B) = P*( B(A, U AD) + P*( BALAS) 
= P*( B('A,U AD) + P*( BC A, U 4.32). 
ñ .UAE 多, 所 以 .多 对 "和 封闭， 从 而 ss 是 域 . 
(b) 证 多 * 是 5 PRK Gi). Wiw 22 * Er, HH (a) 及 定理 
1.1 RN BE F * 对 “可 数 不 相 交 和 ”封闭 即 可 。 事实 上 ， 设 【4。: 
s> cF" R. A A, = $G = j). H GQ2.5) 并 利用 归纳 法 ,不 
难 证 明 


p* (> BA) _ > P*(BA D) (m= 1,2,%+). (2.6) 
由 《22) 的 证 明知 > Are F * 即 对 任意 mn 空 1 有 
k=1 
P*(B) — P* (2 (> 4)) + P* (B (> 44) ) 


> Dra 十 px (£z (È A) )- 
$ n — co 8 
P*(B) > Sp B A) 十 Pp*(B (Saf). 
kei wkm] 
5H EDA 
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P*CB) > P* (8 (27) 十 Pr (8 (> < 
反 不 等 式 由 (BY) 是 显然 的 ， 故 I 
rp- 人 人 + 全 人 
EBA) + P* (a (> AJ). 
所 以 六 AEF", BB -> ANEA 


p* (> Aa) _ > P*(A)> 


JEI P**A F * LEen Mmi. Mma tE B B P* #E 
7 * ENE. 
定义 2.6 设 P* 是 5(Q) 上 外 测度 ， WR 9 À c€ SCO) 98 E: 
对 尾音 B € SCO) #5 
P*(B) = P*( ABD 十 PK A°B3 (2.3) 
R, MUJER 4 是 P* 可 测 集 ,以 2 * 3 P* 可 测 集 装 ， 


$ 2.3 测度 的 拓展 及 完全 化 


定义 27 j P R Q FBU38TEE, PEELE, WEET 
E REE 上 ?与 己 相 同 , 则 称 测度 下 是 已 由 安 拓展 到 符 的 换 
EWR. 

本 节 的 主要 中 的， 就 是 要 把 半 域 多 上 的 测度 拓展 到 含 q 的 
最 小 = 域 (S) _ Ek. 主要 结果 是 下 面 定 埋 ; 

定理 2.4 (拓展 定理 ) APEERE 上 0 有 穷 测度 , WU P 可 
唯一 地 拓展 到 F) 上 去 , 且 此 拓展 测度 P 在 cC) 上 也 是 z 有 
穷 的 . 

证 ， 首先 证 拓展 测度 的 存在 性 。 考虑 外 上 测度 PP 的 导出 外 
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WE, 
P*(A) = itf SeA Ca» 


{Cas n > cg}, A € S( G), 


由 定理 2.2 知 P* ÉE S(Q) Eks ESE, BEF E p* 与 
PHR. 再 由 定理 2.3 知 P* 可 测 集 类 52 * S: z Eh B. p* z£ => * 
上 是 = 有 穷 测度 ,以 了 表 之 ， BEE SZ *—o(%'), 我 们 将 了 
的 定义 域 缩小 到 oE) WI) P P E at) 上 9 825 39 Er E. Z£ 
上 5,P* 和 PP 三 者 相同 ， 亦 有 则 了 RE P Ei g Aole) 的 拓展 测 
度 ， 这 就 证 明了 拓展 测度 的 存在 性 ， 为 证 Sr DoE), H > * 
是 5 域 ,而 e 是 含 E 的 最 小 9 R KRIE SZ *—< Ba], 
H ECET, HER BESO 分 二 种 情况 ， 先 设 P*BD) 过 
+., RHEE e > 0, H (2.1) 知 存 在 一 列 {C7 22 lC 使 
Bc UJ Ce H 


#=l 


P*( B) + e> S pxCC,) 一 x POCO, 


PCCC) + DPCCC) > PABC) 
n- aal 


+ P*( BC°). 


最 后 一 个 不 等 式 是 因为 BCCU c,c, Bc:c Cc; HA 


{CC Coin S lF, 
BF H FW8S8 B99EE R X (2.13 而 得 .从 而 
P*(B) > P*(BC) + P*( BC. 
次 设 P*( B) 一 +eo. EI SFO pR 53 E m Ak69. PHE W 18 
(Ps) 反 不 等 式 亦 成 立 , 故 
P*(B) = P*( BC) + P*( B C“), 
BEL € EFA ECAY, 
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次 证 拓展 测度 的 唯一 性 . 由 P 在 客 上 的 0 有礼 性 知 , 帮 在 一 
个 不 家 交 列 {Gain = ICF. P(G,) < +o (s =], 2," ..) H 


De, =0. P, P, REHE ERNE) 上 的 二 个 括 


展 测 度 ， 我 们 将 利用 a-r 类 方法 证 明 在 e) F P, = B, 为 此 ， 
HED xm = 1,23), $ 
F am (E: P,.CEG,) = P XEG,), EG, € e()1, 
因 G, e @ H. @ EER, KAER C € e A CG, € %' , HH P ,, 
AEPA % 而 拓展 的 ,让 
P,(CG,) = P( CG,) = P CG.) 
E’ CES o IEE a 利用 半 域 上 测度 的 性 质 及 
P (G,) 一 五 (Go = P(G,) < +0 
和 成立, 不 难 证 明 227, k 2 R, 由 和 是 半 域 必 是 = 类 , 根 狂 第 一 章 
定理 1.5 A E)E (s = 1,2,--.), IE H EEEF) 
有 


P(EG,) = PAEG,) (m= 1.2. O) 
对 n 求 和 得 


P(E) = D PEG.) = 5, PX EG,) = PE), 
s=] #=1 


亦 即 在 e) 上 P, = Pa 从 而 证 明了 拓展 的 瞧 一 性 .证 完 . 

设 P 是 0 a 上 测度, 对 每 个 了 BE sr PCB) = 0， 一 般 
说 来 , NC B RUAN E. E. AA: 

例 6 ite = (9, $), Q = [0, 11, EX PCO) = P(o) = 


0, 显然 了 是 ,er 上 测度 , IB 4 一 Ë +| co, Ti LE ar 


定义 2.8 j PE o 上 测度 ， 如 果 对 任何 4 €... H 
PCA) 一 0 对 一 切 NC4 部 有 Ne .ar 成 立 。 则 称 .sr 对 测度 PP 是 
完全 的 {或 完备 的 ), 

引 建 24 ig P* kh SCO) 上 和 任 一 外 测度 , .名 * 是 由 (2.3)+ 式 
定义 的 PY 可 测 集 类 , 则 . 实 * 对 其 上 的 测度 P* 是 完全 的 (或 完备 


. 35 


的 小 

证 Aeg *, P4) =0 E NC A: 由 外 测度 的 单调 性 

有 

0 = P*( BN) =< P*( BA) =< P*( A) = 0; 
再 出 (2.3)* 及 AEF *, 对 任意 BELO A 
P*( B) = P*( BA) + P*( BAD = P*(BA'Y 
< P*( BN:) < P*( BD. 
i 
P*( B) = P*( BN°) = P*( BN) + P*(BN°)» 

IBIN € 多 *+。 所 以 多 * 是 完全 的 . 证 完 ， 

引 理 2.5 aP EYRE E z AAWE PREME, F 
EPEE) 上 的 拓展 测度 , .多 * 是 P* nim Hs 25 , AEE 4 € 
SS *， 攻 存在 一 个 集 E € o(@) HACE, 4 PE — A) = 0 
EM. 

HE AS @' EER. PrUE 


P*(4) = anf{ DPC):AC U cC, B {Crin > lice] 


— int DORON [Cuna 11 
#=i n=i 


CE 且 互 不 相交 ). | 


sy Thiha UE BH: 
(a) iZ P*(A) < 了 ee， 由 下 确 界 的 性 质 及 @' 是 半 域 可 知 ， 
对 每 个 pCn = 1, 2,1) 都 在 在 一 个 不 相交 集 列 {Cot 这 上} 之 


@ E 4c 2; Ca = En 使 得 
P*(A) + L > > P(C,.) > PACE,) > P*( AD(n > 1). 
# k= 


$ E = A E,, 显然 E, € o(@# (5221). I E € oC) H ACE, 


=m 
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由 前 不 等 式 可 得 


P*(4) = lim (P*a) + 1) > lm > P(C,.) ` 


ns kal 


一 lm PCED >> P (E) > P*( A). 


所 以 P*(4) 一 B(E), 而 P* EF * 上 是 测度 旦 P*CA) < +, iÑ 
PAE — A) = P(E) — P*(A) — PCE) — PMA) = 0, 
E RAOR. 
(b) PTCA) 一 十 09, 由 PP 在 客 上 的 ?有 穷 性 ， 和 根据 定 岂 
2,2, P* Æ S(O) 上 基 = 有 穷 的 ， 故 存在 一 个 不 相交 集 列 Onn 2 
ECE, 使 得 


Q 一 > 2, EPOD =< +o (x 1), 
由 于 
P*( A(19.) = P( Q.) < +0, 
RE (a) 证 知 ; 存 在 一 个 E, ol Mn =1,2;: `.) 使 得 
Añ 9, E, H P*(E, — AD Q.) = bn > 1), 


Q E= |] En WEEKE) R. 
m=i 


a= aoc B, = z. 
nel #a 1 
iu 


PAE—A) = P* (E — $) 40,) < P" (Ú (E. 一 40.) 


< > P*(E, — Ay). 


i P*(E 一 4) — 0 RU. HES. 

我 们 常 形象 地 招引 至 中 的 集 E, MAR ARTNR, — B VU 
AA 4 不 一 定 可 测 、 这 里 所 谓 可 测 是 对 e( 史 ) 而 言 的 . 

定理 25 PER S 上 的 测度 , P* 是 它 的 导出 外 测度 ， 
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多 JE: P* 可 测 集 类 ,PP PE P Eq g ARS oe) 上 的 拓展 浏 上 度 ， 
则 对 任意 4 € F * 都 存在 三 个 集 下 , E € o(@ ) 和 入 使 得 
A= EUN, NCF EH EC(F) = 0, 
JRR 
F * m [ENEs FECE): NCF H P(F) ~ 0}. 

证 对 任意 46 多 *, 由 引 理 2.5 知 存在 一 个 集 EEE) 
使 得 4CCE* E. P*(E* 一 4 一 0， 在 定理 2.4 ETARE 
在 性 证 明 中 , 已 经 证 明了 eca A f Sr * Ek a 域 , 所 以 EE* 
— AEF * E.P*(E* — a) = 0, BDI E* 一 4 代替 引 理 2.5 rH 
的 4, 则 必 存 在 一 个 集 F € c(%), 使 得 

(E*— AICF B P*(F — (E* — A)) = 0. 

根据 定理 2,3, P* 是 22 * 上 上 的 测度 ,利用 测度 的 性 质 2 可 得 

0 —=P*(F — (E* — A)) = P*(F) — P*(E* — A), 
mi P*CE* — 4)= 0, 所 PCF) = P*(F) = 0, $ E = E* 一 
F.N = F ña, H] 
4 = (E* -murna uv w 
FK, E = E* — FEE), N = FI ACF m F €es(%) H. ` 
P(F) = 0, 这 就 证 明了 

£&r*CÍ1EUN:E;, F 6o(%). NC F H. P( F) = 0). 

反之 ,如 果 4 = EUN, E, F EE), NCF R P(F) = 0, 

根据 定理 2.4 存在 性 证 明 中 所 证 , o( e) = *, 故 

E, F € (yC sp *, 
FH NC F€ 2 * H PCF) = 0, 利用 引 理 2.4 r * 是 完全 的 ,所 
UNEF * 从 定理 23 H Sr * R o 域 ,从 而 由 五 ,N € 5 * 45 
知 


4 一 百 UNE 多 
这 就 证 组 了 
{EUN:E,F € (@),NCF B. P( F) — 01.2 *, 
从 而 定理 得 证 证 完 . 
定理 2.5 启发 我 们 ， 对 任何 0 域 wr KELA W EP, aE 


Pk 


ae" 对 了 不 是 完全 的 ,我 们 可 用 如 下 的 办 法 粗 咯 地 说 , 把 .mr 中 
测度 为 替 的 一 切 子 集 ， 者 "加 入 ”err 中, 以 wrp 表 此 扩大 了 的 9 
域 ,再 把 P 拓展 到 Ae 上 去 , 则 . 史 ,对 了 就 是 完全 的 了 ， 这样 的 
办 法 ,我 们 就 称 为 将 ,or 对 测度 完全 化 . .过 上 的 拓展 测度 P, 
就 称 为 了 的 完全 化 测度 或 者 巨 在 ,ere 上 蚌 完 全 的 .精确 地 说 ,就 
是 下 述 定理 ， f 
定理 26 《完全 化 定理 )， 设 下 是 zc 域 wr 上 的 任意 测度 , 令 
Fp = {EUN:E, FE ar P(F)= 0 ENCE}, 
P(EUN) = PCE), EUNE fp, (2.7) 
则 G) 5 是 0 域 且 FpD. GD PEF, 上 是 完全 的 . 
证 G), 由 于 对 任意 FF 都 有 中 CF, 取 N — $ 88%], r C.a ,, 
首先 证 a , 对 “ 余 ” 封 闭 ， 设 4 € .7 sp, MEERE, F; E € o, 
F 6. NOF B. P(F) — 0 E 4 = E UN; i 
A = (E UN) = ENN = EMN{F*UCF — ND] 
= [ENFIU[IENCG —N)] 
A= [EU FTEUN', 
其 中 N' = ENNEN FC F. 
出 ,er 是 0 域 知 [EU FI € er Wk À“ Ep 


次 证 Z, HARR: t Anin > CZ A= L) 


Aa IMEE {Ens Farn > IC... N.C F, 使 得 
PCF.) = 0 H. 4, = E,UN,(n = 1,2,3: DA 


所以 
4 一 Ú A, = Ü [E,UN,] 
= [Ü r.]u [Ú N,| = EUN, 
其 中 


N= U MCU Fas E = U En 
u= 1 m= 1 s=1 


*#= Ú Fs， DH E, Fe nr B P(F) < XI PCF.) = 0, EJ 
sm] 
PCF) = 0, r l 


A {= U A, EF pe 


从 而 证 明了 .所 JE: z 域 . 

证 Gi), RATE HDE (2.7) AREK FEF, 上 音信 入 

HREH Z, 中 元 素 的 表现 形式 无 关 。 设 
4 = BUN = EUN N,C F,, N.C Fx, 

并 下 {E E;; Fis FC P(F,) = P( F,) = 0. 
Ez (2.72 P(E,UN,) = P(E,) P(E,UN;) = P(E) 
出 ECEUN, = E,UN;C E,U Fa 
导 得 P(E,) = P(E,U F,) < PCE) + PCF) = PCE). 
对 称 地 有 P(E,) << PCE), W P(E,) = PCE). MWA 

P(E, UN) _ P(E,) 一 P(E,) = P(E,U N). 

为 证 P pr. e, LWE, FOMTEZ EL z 加 性 即 可 (其 余 的 册 
(2.7) ER) Ú {Ann S CF a, AI A, = ti e j); £, = 
E UN, N,CF,, {En Fn} Cm, P(F,)= 0(n = l, 2, ) 且 
EN E; — $, N, N, = $G == D), Ei @.?) 及 了 是 wr 上 测度 可 
得 
FE({ > 4， aÈ UN, š 


m) 


= ŠP) ~ X; P(E,UNO 


— 21 P (4) 
亦 即 0 MERY. WAP EF, 上 测度 。 


" AN 时 


现 证 .oz 对 互 的 完全 性 , 亦 即 设 4 EP p, PCA) 一 0, 对 任 
SBCA, 要 证 B € Z ,. 事实 上 , Bl 4 6.27, 知 FEE, F € 
a s PLF) = 0, NC F Ef A "EUN, A B= U B, b€ er， 
BC AC EU F Vn I 

P(BRUF)= P(F) + P(F) = B(A) + P( F) = 0, 
# PCE U F) 一 n, 
PTEI B é fp 证 完 。 

根据 定 地 2.6, 我 们 可 以 把 定理 2.5 简写 为 SF * — sC p, Bl) 
r J cC) 对 测度 了 的 完全 化 ， 

REAR., RIER ge EWE P, WEAR Wole) 
上 的 测度 了 aE AARETE TF: 

测度 P | GR (外 测度 P* Lea 式 
Pj 扩大 “一 切 子 集 类 SCO) 缩小 
pe p* } Is =P% 缩小 
G bF) RRA- Lo Wol E Yp 
ae FP 
Bz |x z olg) 


82.4 DIS las rali pe 


ATE Phi — Raza aj ar ya E A e pi $k Yel Jr. E 
论 外 中 有 重要 作用 的 一 个 具体 应 用 ， 我 们 考 虚 特 萄 的 空间 R= 
(一 00 ,十 9), ER ge 如 第 一 章 例 3 记述， 在 F LEWE, A 
利用 拓展 定理 将 它 拓展 到 被 芋 尔 类 cp =F) ELE. XFER 
论 中 所 见 的 勒 贡 税 测 度 ( 简 称 工 测度 ) 就 是 利用 水 章 例 1 的 构造 法 
拓展 而 得 。 在 例 1 Hit PCa 5]) =b 一 4。 有 必要 且 可 能 推 
广 到 更 一 般 的 情形 ， 

Pa 一 下 (5) — F(a); 

FF (w) 是 (一 00, +o) 上 的 ”分布 印 数 ”( 下 面 再 仔细 讲 )， 由 它 记 
拓展 而 得 的 测 宕 ， 我 们 就 叫 它 勒 由 格 - 司 带 阶 《Lebesgue-Stielljes) 


æ ġja 


测度 ,简称 LL-8 测度 ， 

定义 2.9 称 定 义 在 只 一 【一 oo , +co) 上 的 实 值 ( 有 限 ) 通 数 
F (z) 为 分 布 消 数 , 如 果 它 满足 

(DÒ ÆRE r) 不 减 ， 

(Do ÆR E F(x) HES., 
车 进而 满足 

(D.) F(—°o)> = lim F (e) = 0, 


F(+%) = Jim FC) < +0, 
则 称 F (z) 为 定 分 布 函 数 。 特别 F(-+co) = 1 时 , 称 F (x) 为 概率 
DAAR. RITE A di EDTA. 
例 7 FD = ti, x € R ERRAR o == 0.1.,2, 
--). 
pl 8 


< 
FD = 和 让 对 十 1 
0s 


2 
x< Ü 
Cn = 0, 1,2501 VAERE ERIM E ahi PR 3k, 
定理 2.7 jË F(s) 是 给 定 的 分 布衣 数 , 则 在 波 莱 尔 可 测 空 间 
(R, B) 上 存在 唯一 的 测度 ers 使 得 
ur (a, b]) = F(E} — Fla), ~O < a=; b < +o, (2.8) 
uE, 令 
F 一 > 《er b,]: — o < a; =< b; =< a; < bin < +O, 


i :一 La >l) 


已 知 它 是 半 域 ， 在 嘱 上 定义 集 图 数 ar: 
[> (ais 5) 一 > F(ao bi]s (2.9) 

i=l imi 
E F(a, b] = F(ó) 一 Fla), ABIE BH zs EE Ee #f 25 Wl 
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度 , 则 由 拓展 定理 知 jz 可 唯一 地 拓展 到 = (F) 上 去 县 (2.85 
RFF. 
我 们 首先 证 明 由 (2.9) EX F ERAR as 2 t ER RE 
与 集 的 表现 形式 无 关 。 事 实 上 , 设 
D lab] 一 Dy Cedi 
ET ET 
则 


> (a, , ó ,] = 5 > (asb; TNA Cersda] = È Cnds. 


£=1 ii k= 


a 


Caiga bia l = Cass BIN Cer dale 
y | 


(> (a 51) = > Fa, bi] 


imi 


= 


-> 2 > Plos b bal = 2 $ Flans ba) 
Emx 5 F(c,odk] _ (> Coa). 
k=1 &=1 
下 证 wr 是 镶 上 5 有 穷 测 诬 ， 显然 , 由 三 的 不 减 姓 ， 和 as 是 
JEKI. m 
HK 中 一 arl Cas aJ) = F(a) — Fla) = 0. 


由 
Rt 


rra — L,n]) = Fin — l,a] = F(n) — F(n — 1) 
< +, 
BA a, 是 9 有 穷 的 ， 刹 下 的 只 须 证 pr 在 上 满足 加 修了 , 设 
B, 一 > Cays byl (& = 1.2, .)5 


B. B, =p (& = /) 
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DS Bem Bee BI B = > Cas bilo 


k=1 i=l 


而 Caja hl aR FEA: 


Cais b] = Y (ein dal (= 1,2, n) 


Ap eps 本 可 是 某 一 个 《seir byl, IRRE DÇ JE] E Lai, 5;] 内 
光子 区 间 Cepo da] 之 左 端点 的 极限 点 , 则 
b; = dp 六 ci 人 
= din > Cin == diosan 一 > fjs 
prl (a, s b ]) = FC) — F Ca) 
~ 了 Cai 一 Flea) + F (d) 一 Flen) tore 
+ F(dgaan 2) — F(a;) 


= DIFC) — F(c)] + Fidia) — Flap. 
k=] 
d n — o, HF 的 右 连 续 性 知 Fainn) — Fa) 从 而 得 到 


nr Ca, bl) = lim > F(cijks dk] 
sam p 
= lim >; Prl Lejr dR] 


_ > ERL cjr Ú Cit] 7 
kzn 


一 般 说 来 ,对 每 个 国定 的 jG = 1,2,- n). 区间 Caj» b] 内 
可 能 有 可 数 合子 区 闻 (exrs dpl 的 左 端 点 的 极限 点 , 设 这 些 极限 点 
为 a | (k = 1, 2,---)s HE 


Capb;l 一 X; (aao djl (= 1,2,s"" n)» 
&=1 


3k ih 


Š; = ba D bpm an $ bp = apn 22 bm 
= aitm-D È bimi 一 ajm — a (m — oa), 
在 每 个 区 间 (aj Bx] AAF Cens dal 之 左 端 点 的 极限 点 
了 ;由 前 证 可 知 有 


pe Cains bim]} = > urile dI 
k=1 


从 而 亦 有 
Ra， 6;]) = > CN bim]) 


==] 
- -+ 
-> D aK (c aR]) 
m=] k=1 


mr > mrt (cas dal)» 


其 中 CP, ag] 是 某 一 个 (ci dul. 
由 于 正 项 级 数 的 收 敏 问题 与 排列 顺序 无 美 ， 所 似 上 面 级 数 各 
项 顺序 的 非 列 不 影响 其 结果 。 同 理 下 面 关系 式 亦 成 立 : 


uit B) ™ > uel Caj» bi]) _ > 5 arC Cei dil) 


i=i 


+ Ti 
ku > > mrt (aso bel) 
k=1 i=l 


— >` ef Bpo 


即 加 性 成 立 ， 证 完 . 

由 定理 2.7 我 们 可 见 , 对 任 给 分 布 函数 下, 在 波 芋 尔 可 测 空 间 
(R, sz) 上 者 存在 一 个 在 有 限 区 间 上 取 有 限 值 的 测度 wr, 使 得 
(2.8) 成 立 ， 试 问 ,在 CR, 38) 上 的 每 一 个 在 有 限 区 间 上 取 有 限 值 
的 测度 上 是否 存 在 一 个 分 布 函数 FF, 使 得 (2.8) 成 立 昵 ? 答案 是 
肯定 的 . 

定理 28 设 上 是 臣 莱 尔 可 测 空 间 (R; sz) 上 的 在 有 限 区 洛 
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LE S6RSES3HIEE, WEE By b 3k {f(x) + c; c 是 常数 } 
使 得 
pCas bD) = FC) — Fla)s 一 ce <a b < +o. (2.8 
如 果 我 们 将 相差 一 个 常数 的 一 切 分 布 函数 全 体 视 为 ”同一 ”的 , 则 
上 还 是 唯一 的 。 
证 任意 国 定 一 个 实数 三, < 
MECIE r], x == bos 
FG) 一 [tC aa, r < bh. 
则 此 Fotw) RERE RRA WAS., EEE 由 测度 的 性 质 2 及 
性 质 3 可 得 


(2.10) 


pC Chos DJ) — aC Chis al)a 33 b, < a =< b H$ 
u((a, $l) = EC ról) + nbs 51); 当 a = b, = 5 时 
uC Las bol) — aà, bal) 4 a = b = é FÍ 
_ F, (b) 一 F,.Ca). 
故 知 F, G 满足 (2.8), 再 由 (2.10) 及 闫 在 有 限 区 问 上 取 有 限 
值 . 并 利用 测度 的 单调 性 ， 下 连续 性 分 别 得 到 Fao 的 有 限 性 ， 
不 减 性 和 右 连 续 性 , 即 FeO) EDTA. REE, Fe) 就 
是 所 求 的 分 布 通 数 。 假 车 有 二 个 分 布 溺 数 F) 和 F (< 都 满足 
(2.8)', 则 对 任意 a,5( 一 00 < a < à < 十 co 有 
F (6) 一 Fila) = FX5) 一 FAa). 


FTE 
F(x) = Fe + F,(a) — Fa), z€ R, 

亦 妈 FF 与 f;“ 同 一”"。 这 就 证 明了 唯一 性 .证 完 . 

把 定理 2.7 和 定理 2.8 综合 为 下 述 定 理 ， 

定理 2.9 (对 应 定理 ) 关系 式 (2.8) 建 立 了 分 布 函数 (相差 
一 信 常 数 的 分 布 铺 数 视 为 “同一 ”的 ) 与 波 芋 尔 可 测 空 间 {RKR, 35) 
上 的 有 限 区 间 取 有 限 慎 的 测度 之 闻 的 一 一 对 应 . 

EX 210 我 们 把 波 芋 尔 可 测 空 间 (R, g) LHA REA 
BAREA <, A L- 测度 ， 有 了 有 时， 我 们 也 把 (R, 32) 对 
P 的 完 爹 化 可 测 空间 (R Ao) 上 + 的 完全 化 测度 8, 称 为 L-5 测 


*. á6 x 


BF, FED # Xi MAA AR F = x 时， 就 是 我 们 的 工 油 度 . 
而 拒 B, 中 的 元 素 ( 集 ), 称 为 对 # 的 L-5 可 调集 ， 
习 题 
1. 设 P 足 0 域 ,wr 上 测度 且 
[Anin = LEL, 
试 证 ; 
G) P(lim 4,) < lim PCA,). 


和 


GD 着 存在 一 个 mw, 使 得 P( UJ A) < 十 co， 则 
lim P(A,) < Pim 4,), 
Gi # 5 P(A,) < +, M PClim A.) = 0. 


2. 拓展 定理 中 条 件 半 城 一 般 不 能 帘 成 结构 更 简单 的 集 类 ; 条 
ËF o 有 穷 除 去 , 定理 的 唯一 性 末 必 成 立 。 这 可 由 下 面 例子 看 到 . 
(a) Q = (a,b,c sd), E = {a,b}; {csd}, {asc sl2 sd}}, 
A PUD = PUD = PKD = PAD = 1, 
PAID = P ([e)) = Pat) = Pdh) = 2, 
P.Clr yl) — RAD + PUP, G = 1,25, 
{zx,y} Eg, 
试 证 E AS 55265, E EP = P,, BE oE) k P, = P,. 


(b) Q = (— %0, +0), g = [> Cashi]; — 0 < a; 
i= 


< b,= a S bin < +oo, } 
= l,2s sp — 1,n>1 
定义 : PCA) = 4 RARD AEE) = ap; P, = 2p,. R 
证 : P, #H P, B: 22 — Ae) LWE, 但 不 是 有 穷 的 ; £ E, 
b, 一 了 ,但 在 B = ot) 上 ,PP == P,, 
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3. 2 E EER, Po PRONE g F = 525 ME P. P, 的 扩 
张 测度 E PCO < p (Ay, AEG, MJ PDS Fld) Á € 
E). 

14.12 F E z 28, Pi P, EWR (Q, Ee L 8 — + E 
AWM. 如 时 对 任意 储 A € @ ñ P.C A) 一 Pd)。 试 证 对 任意 集 
EAB) 各 有 P(A4) = P(A). EP RRE AAWE., 其 结 
果 如 何 % 

5.3% Q = {r:r 是 有 理 数 } 


% = fo n > (ak bgl: — ço =< a, < b, Í, =< qk S Patri 
k=] 


< +o, k= 1,25 n— li n>), 


P(A) = a PAHAR, AECE). 
试问 PEE RAAT) LRE ARR? g) — S( Q) Bo 
6. k PEER g 上 测度 , Po P, 都 是 下 在 og) 上 上 的 扩张 测 
度 , 并 号 都 在 zf 客 ) 上 上 co AS, AAE oC) E P, = P, ÉE] 
以 明之 ， . f . 
7. W P E o(%) LE ItSW EE. E PEER g LrAg, 试问 
对 尾音 A Eo) . 


P(A) = T103 Plen) A C Ü En 日 foo > eg} 


成 立 吗 ? 如 果 去 掉 5 £ 95 ËF, ERRES? 
8. É: @ EEM, PECE) 上 测度 日 在 客 上 = 有 穷 ， 则 对 

任意 集 E € o(%') E. P( E) < 十 oo 和 任 给 的 6 > 0, 都 存在 一 个 

Ë: C e @ 1845: | 

P(EAC) < e, 

HH EAC = (E — C) + (C — E) ERO 有 穷 性 仍 成 立 吗 ? 
9. 设 JEE ER, P, Ee) EW EE B # @ L< 825 G = 

1.2... .. 则 对 任意 集 E ECE) H. P( E) < 十 oo 和 尾 意 e> 

D, BEEE C € @ (与 i = 1，2，***s 4 无关) 使 得 
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P.(EAC)<a, í=1.,2, "a m 
提示 AANE P. + P, + “十 Ps， 
.10. 设 了 是 = 域 ,er 上 有 穷 测度 ; 则 
Fem {A EACE,S{E, EC APCE) = PCE} 
= {E —N:lE, Fl Ue NC F E P(F)— 0}, 
其 中 .好 ,是 .人 xr 对 PP 的 完全 化 0 域 . 
11. 设 2 是 z o 上 的 一 个 测度 ,试问 下 列 集 类 各 是 什么 
次 ? 
a = AAEL a PLA) < +o, 
m = AAE PA 8255. 
Wm E PE BR, ao ,er 又 是 并 人 么 类 ? 
12. 设 了 上 是 z 环 ,er 上 的 9 有 穷 测度 , E 是 .or 中 不 相交 385 
所 组 成 的 类 ， 试 证 对 任意 A € .er ;和 集 类 
F — (cC.P( 4C)5 > 0) 
中 集 的 个 数 至 多 可 数 . 
13. 设 P 是 环 $P EME, RE: 
G) 对 任意 (E, FCC 有 
PCE) + P(F) = PCEUF) + P( Er) FD, 
Gi 对 任意 (E, F, GCF A 
P(E) + P(F) + XG) + (EY F 1G) 
-P(EUFUG) + PCENF)Y + PCFNGY 
+ PCGNE). 
上 述 结论 可 推广 到 性 意 有 限 多 个 的 场合 . 
14. 2 PF f PZ JE: se) 上 二 个 外 测度 ， 试 证 P* — max í PP, 
PZ) 是 外 测 座 . 
15, 设 IPren > 1} 是 SCO) 上 的 外 测度 列 ，{aw:# 空 1} 是 非 
负数 列 , MJ P* = 3 ap E s(Q) 上 的 外 测度 。 


如 一 了 


16. BIETER R D) es < +o, ri AR FCx) 是 上 内在 + — n 


el 
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(a= i) LABER IRS a, HIREA, OR FARI L-5 测度 
BF, 
17. i8 F(a) = C (C 是 常数 ), 试 求 了 对 应 的 上 -3 测度 ger 
18. 设 1L-8 测度 共有 人 性质 : HES a =< p 二 十 0 
u((a,5]) = (a,ó1 中 包含 正 整 数 点 的 个 数 。 
WOR P RE MERISSA EAR F C). 


第 三 章 可 测 函 数 
531 道人 和 像 及 其 基本 性 质 


-我 们 把 定义 在 某 一 空间 台 而 取信 于 另 一 空间 Ch z f: == 
EDAG“ EA” Xle), 称 为 一 个 映射 (或 者 变换 }。 特别 , Q' 一 《一 
S, +) (或 [一 0; 十 001) 时 我 们 就 称 X (eo) 为 定义 域 是 如 的 
AR. 设 Aco, RME O RE ' 

To: Xle € 41 (3.1) 
MAR A 关于 天 的 逆 像 (或 原 像 ) A XTY 表 之 (如 图 )， 


xG 


Y n S sa FERR: 

HEL #4'CB', IXA), 

tA 2 . 
XA — B') = X-'(4' — X 1(B'), (3.2) 
x-: ( n An) = N XAA), (3.3) 
x (Ú an) = Ú 有 (3.4) 


性 质 3 W. E Q 中 集 类 , 令 
X 0. 2) = XOCA 6 . Y, 
E AC er WJ X a CR os), 
性 质 4 E .er 是 z 域 , 则 和 (em ) tE c R. so pK. 单 
PEPE PELLET :等 亦 有 此 性 质 . 
性 质 1 一 3 可 直接 录用 定 多 得 到 . 性质 4 可 下 性 质 2 导 得 ,下 
面 性 质 是 重要 的 ,我 们 把 它 作为 定理 陈述 如 下 : 
定理 3.1 =£ %' Eo hR, HI 
KACE) AK (D. (3.5) 
证 H col) RER 3 31 X (C X HCE) E 
HER + AATE 是 0 域 , 故 
rN CX E). 
为 证 反 色 人 洛 号 成 立 ; 用 2—= 类 一 节 所 述 之 方法 , 令 
BA XA EXE D ACO), 


要 证 
REDCAR, 
只 须 证 ECF, HUK X FUN E C.S B. Sr ER 
H, PREI LEE, W| X4( 4) EX Y, 所 以 X-3C Ay € 
XSD 因而 4 多， 所 以 客 'C 久 下面 验 证 s ' E 
0 bk: 设 AEF, WU X-1(C A 6 z(X-1(6”)), 由 性 质 2 知 
KOA") = XCO — A) — XOR — X-1( A) 

æ Q — XCA) = [XAN EF € s XTE), 

故 4“ € SZ, RI R SA ëL (A. 2 NCF B. 4' = 


n=l 
4... l| X (AY) € s(X (E a = l, 2, . e) 由 (3.4) Hi 
XAA = EU 4)— U IAD EXEN. 
asi w=1 
iA = UJ A; 6.277, 即 对 “可 数 和 * 封 闲 ， 所 以 S 是 域 . 证 
sl1 
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定理 3.2 Xlo) TOFO HMA, gCo) È O šJ O” BJ 
EES, MU e(XCa)) Æ Q Su Q” hJüh 3 (以 gX 表 此 复合 映射 } EA 
任意 L C Q” 有 
(eX) 'CA7) = XTLg A"), 
证 B oc (aX)2CA7, 则 g(X(w))e 4"， 因 此 Xle) E 
gA), Mafia € X-'[g 六 4")], 所 以 
(gX)CA)CX ig CA"). 
KAES REERZ., UFSE, 


$ 3.2 ”可 测 函 数 的 定义 及 基本 性 质 


设 (9, ,er ) 是 任意 给 定 的 可 测 空间 , XCwm) 是 定义 在 2 上 的 
实 值 ( 即 取 值 于 《一 00, +0) = RAR. 3 是 RR 中 的 波 芋 尔 集 

定义 3.1 E Xle) RAEM: HER €R RAE 

{wm: X Co) < a) = X 1((—co , a)) E r, (3.73 

MIRR Xlo) 是 可 测 室 间 (Q. .or LETA ok. 或 简称 .sr 可 测 
A. RI CO, .sr ) = (R, sp) 时 ,我 们 称 天 可 测 孜 数 为 波 莱 
RMO WAR. (Q. Z) = (R, s) (S RARR) 时 ， 
s# 可 测 冰 数 就 是 实 变 口中 的 勒 风格 可 讽 函 数 . 

例 1 口上 任何 阔 数 X(tw), 都 是 SCO) 可 测 函 数 ,其 中 se) 
topy. 

P2 X(e) == c, € Q (e 是 常数 ), 则 XX(w) 对 任何 可 测 空 
间 (Q, .er) 都 是 可 测 的 . 

因 对 4 > c ht, Lo X Ca) a OE 当 S z B, fo: 
XC) < a} = b € er I AX Cu) E ,wx 可 测 的 . 
a € À 


例 3 fE ARTHAS Xalo) = 是 .oz 可 测 的 


区 要 条 件 是 A € er。 
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这 可 从 关系 式 
中 3 8 = D, 


lo: X.C) << al = (4, 0 < a =< 1, 
OQ, a >1 
而 得 . 

可 测 函 数 的 “可 测 性 ”, 是 相对 于 某 一 可 测 空间 而 言 的 .同一 
遂 数 可 能 对 这 一 可 测 空间 可 测 , 但 对 另 一 可 测 空 间 就 不 可 测 了 , 例 
如 : 

J 4 -am {RR, ph a: = B, X( 62 = Xonka). 显然 ， 
X(e) 是 Z PAR .ar: 可 测 的 .但 XCw) 不 是 .ar 可 测 的 . 因 
2 0, DE. | 

由 定义 显然 有 : 若 Xlo) 是 .ar MWR Tü. C.a, WJ 
XLo) 是 .sz 可 测 的 . 

引 理 3.1 Xlo) 是 .er 可 测 等 价 于 下 列 条 件 之 一 


i° HAEN a € R, {øX a) S aY € ,ers (3.8) 
ie 对 任意 a€ R, [ø0:X o) > al er (3.8); 
iin HER a € R, [o X Ca) Z a) Ea (3.35, 
iy? HEBER b6e R H a =>, 

{qoia < Xlo) =< 53 € ar. (3.35, 


证 我 们 只 证 (3.7) 85 (3.8) 等 价 , 其 余 闫 似 可 证 .这 可 由 下 
面 关 系 而 得 ; 
Lo: Xlo) =< al = Xoo, a]) 


Ce 


(Å (et d) = ñ (fone 


-9=1 mel ` 
++) = A [oX Ca) < a + 11 
# s=1 说 


lo: X(6) < a} = X ''((—ce, 42) 
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定理 33 Xlo) 是 .er URRE A EAC, 
名 ERREZ, 

证 ” 先 证 充分 性 ， 因 X sg C. r H. (—oo,sa) 6 88 , ik 

[oX Ca) < a) = X ((—co, a) € ,err 
所 以 X Co) 是 .ar 可 测 ， 

下 证 必要 性 H(3.72)2381 X-10(7)C. 7, EPR = {( 一 0%0， 
a):a € Ry. EF. 是 5 EBR, 天 G(X 2(9F')2C. er， 再 根据 定理 
3.1 E B = xC A 

X (gg) = XD) = KAE E» 


W. 


定理 3.3, RAJEE X 3( g )C . 作为 和 是 ,me BJ3N ES 
AKHU E X PRAA BITI RAR EEN. SE’ RIE RAA 
HA. ATARI =i MIRARE, AE R EAS 8) CO, r 而 言 。 

RITR PE “ + co” pArA E EEN, AIREY 3.1 中 
a € R R a € R = f moo, oo], REC.) la: X Co) < aY = 
lo: — < X Cu) < a) 理解 为 

lo: KU) < ay = fo, —co =< Xw Zat, 

此 时 许多 定理 及 性 质 ( 前 述 的 以 及 下 面 将 述 及 的 ) 仍 成 立 。 

TJ p $k BD 3: 3 FE ES: 

ERL “SX fB. M X + ¿, eX(c € R), |X|, X2, s: (Xx 
0) 等 都 是 可 测 的 ， 

直接 从 定义 3.1 和 引 理 3.1 可 得 ， 

性 质 2 EX, YAX + Y, XY, X/Y(Y = 0) 可 测 . 

证 因为 对 和 任意 a 站 有 

{oX Co) + Yl) < a) = fX lo) < + — Y(¿o)) 
= [j [e:XGo) < r < a — Yla} 

ramt 


= U oX oari eY o Z a — rll€ er， 
riik 
MAX + YT, hT ACY) 可 测 ; 所 以 X 一 了 一 多 二 
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C Y) TA. XY, X/Y 的 可 调 性 由 性 质 1 及 关系 
XY — LX + Yy— (X — YP] ÉE x/Y -x-2 
wi. 

性 质 3 设 Xto) 可 测 Ga = 1, 2,-::), MB inf Xalo), 
sup Xow), limX o), limXaw) 等 部 是 可 测 函 数 。 特 别 车 
mX, (o) 对 一 切 o € Q FE, M| Bm X.C) 也 可 测 。 

证 H 

Le: sup Xalo) = al = ñ oX sS als 


flo; inf Xalto) < at = U laru as) k dts 
nai 


n=l 


得 知 inf X, 及 sup Xa PJW. Tm 
#>1 n> 1 
imX, = inf Z,, Z, = sup Xis 
m — n=l kan 


lm X, = 一 lim ( —X,)., 


LE 


所 以 Em X,, Im Xa 可 测 . EH. 


定义 32 F Xle) 可 表 为 
X Co) = > a. (o), 


É=1 


其 中 a 是 常数 ， A; E er G = Ls 2,- "> n) BRAZ E >, A= 


G, 则 称 X o) 为 可 测 空间 (9, .or) 上 的 简单 函数 ， 

显然 ,出 例 3 及 性 质 2 知 简单 函数 是 可 测 的 。 易 证 ,简单 函数 
的 线 竹 组 合 和 乘积 仍 是 简单 函数 . 

定理 3.4( 构 造 性 定 再) XOD 是 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 在 
EZEAN hA Sk K+, x- Jü — 4 E f + B BJ 88 8 pa 3k Tl 
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(X l a)in 加 1}， 使 得 X# 1 X*t(n — 00) 81 Xea) = Xa) 一 
X (2, 
iE hEm? 及 性 质 3 ARAARA, TARER 
DR TEDRE, S 
Xew) = KR{ I Kr, riwa (o), 
X (s) = XC NI ot 62. (3.95 
显然 , X* 是 非 负 的 , 且 
X(o) = Xto) — X" (a), 
H XC) TAMER (3.9) A Xt a) WEN. EEA 
REAKS Co), 令 
Z KI 
Xe(o) 一 2 5 Megero g O 
+ Kinti to), (3.10) 
TR, Xo) 是 非 负 简单 函数 (n = L, 2, --:) {Xun > 11 是 不 
RRI E. 


0 =< X(o)— Xlo < >° eo € [ai 0 < Fla) x). 


对 每 一 个 《9， 因 0 < X(a) < o, WEA N — NÇ) 
使 Flw) < N, PELS z > N Bf 


0 < Co) Xl) < 
ik Xa) Zla), HX 25 X$ 及 天- 即 可 证 明定 还 ， 证 完 ， 


由 定理 3.3 及 定理 3.4 我 们 得 到 可 测 函 数 的 抑 个 等 价 定 义 , 它 
们 在 不 同 场 含 各 有 所 长 . 一 般 说 来 , ERER AAE 
时 用 定义 3.1 或 引 理 3.1 是 方便 的 ， 因 这 时 所 要 验证 的 只 是 形 如 
(一 00, a) k [| —oo , a] 等 特殊 波 芋 尔 集 的 逆 像 是 否 可 测 。 当 我 
们 已 知 某 函 数 是 可 测 的 ,要 利用 它 的 可 测 性 来 证 明 其 它 间 题 时 , 当 
然 ;, 利 用 定理 3,3 所 述 描 述 性 定义 是 方便 的 , 因为 这 时 一 切 波 芋 尔 
集 的 道 像 都 是 可 测 的 .而 构造 性 定义 对 验 明 可 测 函 数 具 有 什么 性 
项 及 用 它 构造 可 测 函 数 的 积分 及 其 有 关 理 论 是 极为 有 用 的 . 
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833 D> TE 


为 了 研究 对 KE) 可 济 的 函数 《其 中 F 是 类 ) RA REE 
质 ， 下 面 定 理 和 概念 是 重要 的 . i 

-定义 在 同一 空间 号 上 的 若干 个 函数 (可 取 too) 的 总 体 , 我 们 
称 为 函数 系 . 

定义 3.3 设 某 函数 系 <, 它 具有 性 质 : IHW XE Z, 都 
A Xt se: fl X € S. Eh Xt, X Rr (3.9) rE X, KUFE LA% 
系 S” 为 一 个 "加 减 系 ”. 

今后 车 不 男 加 申明 ,都 以 < 表 加 减 系 ”. 

Pin, _ X E: .er TMAR) U s EMRA”. 

定义 34 设 s 是 一 个 “加 减 系 ”, 若 同一 空间 的 另 一 w. 
如 "(可 以 ~ L) 具有 下 列 性 质 : 

CPR OLEI- 

(=Z) 线性 封闭 性 车 Xis X; € P”, cX, + cX; 有 意义 ( 除 
去 十 0 一 0， 一 0 十 50 情形 ), cis ca 是 任意 常数 ， 则 

c X, RE, ` 

(A 单调 极限 封闭 性 车 {Xn > IC, 0 < x, t Xx 

和 而 X 有 界 或 者 X& sZ , W 
| KERF, 

则 称 2E 为 L 系 . 

例 5 s = {fifle y) 是 平面 上 有 限 的 蔓 贝 格 可 测 函 煞 }， 
SE = Uf:Ke, y) 是 平面 上 有 限 函 数 且 其 有 竹 质 : 对 每 个 zo€ RR， 
pp. (y) = Kaos y) ÆR RRA MAR 5, 

则 sz EMRA E £” E "<s 系 ” RREA f € s“ ,Bll f 
是 二 维 有 限 的 se 可 测 函 数 ， 显 然 。 由 (3.9) 天 也 是 二 维 有 限 经 
可 调 函 数 , Br) ft € sZ , 即 多 是 “各 碱 系 "。 进而 若 f(x, y) m 
1,Wj py) = Kr, y) 工 是 一 维 臣 革 尔 可 测 的 ,所 以 PCr, y) == 
1 EE MICS RM. 设 R€ F, MU r, K ARE pirs 
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HETT y) 和 Paray) = ht xo, DEARER ATIE, ch + 
ch AIR E. 

cih(woasy) + ehl ray) = agp) + exp2r, CY) 
A ERIE ZRI W, PTA cf + eai E PZ, RI (Sy) 满足 ， 

设 ihar > NCA, 0 =<, t; HEARRE f€ SZ. hf 
BARIEM y) 有 限 ， 故 prO) == iC y) 有 限 。 再 出 
ho > l1C K 0 =< + l iu 

0 < Par) = faltos y) f f(as, y) = pr, O) 
HE pa, O0 是 被 荣 尔 可 测 的 .{5 2 1), FH =] 2 pA g PE Kh 3 S 
Pe EWER: FREL FERE, FD (SZ, R. . 

定理 3.5 设 定 文 在 空间 如 上 的 函数 系 H EF 系 ， 同 一 空 

Ho LERE g Er, SARA 
i lam [iko E EF}, 
Æ — AXC): XC) 对 a( 客 ) N 
WE HE Dle, WDN, - 
证 i% X 8.2 NSL, Wi) . 

- X ¿€ sZ 同时 RE ， 

由 S” 是 “加 减 系 ”及 (3.9) 知 . 
X £ s” 同时 X: £ 22, 
我 们 的 BEERE X Eg. 为 此 ,由 《经 及 (3.93, 我 们 只 须 证 
Xt, X € 27, EEA 3⁄4 及 X* € SF Sh, 存在 ol) 可 测 的 
非 负 简单 次 数列 Xš f x*(z — so), H (S#,) É X* € s, AER 
位 只 须 KFE (a= 1,2,--), PEH (S K X B sC) 可 
测 的 简单 函数 ,我们 就 只 须 证 明 E E CE) BJ7 SE DS 25 x, e ge Bl 
可 ,利用 A-s u aa 令 
E = {AK ERE h . 

HEH r C PE , mem Ez Q ARER, 从 而 E € ==, 
所 以 FCF., RTF SE =< 28, 若 能 证 明 多 是 4 3, ME 
EELS HL. DAE), JF Bl f E 6 z(6#) EXE. JT 
证 明了 我 们 的 定理 


FHR Z ER. h (s) 知 
Xol w) mm 1 € 2, 

所 以 OEF , RGD 满足 ， 

设 Ais A. 6 P B. A.24A,. Wl r, € PE, Xa, E Ea 由 (2 
得 

Xaa, ™ Xa, Kua, E w, 

所 以 4 — A, € F, RB! 满足 EHF 

设 Mena ICF HAt N 

Panin S CEE E t <x,,1 x,. 

H (S) K X, ARAR € 2, PA À € 2 A) 满足 . 综 上 
所 述 , 得 知 多 是 1 类 . 证 完 ， 

EIS 设 (QO, 有 ERIE, Xo) 是 只 上 有 限 函 数 ， 
着 对 直线 上 的 每 个 开 集 UV 都 有 XMAUDE 2⁄ MER XC) E 
FZE CQ, Y) 上 的 连续 函数 ， 

引 理 32 £ Xle) 是 拓扑 空间 (Q, w) 上 的 连续 函数 , m 
Xtw) 是 拓扑 可 测 空 间 (Q, R , =( Re )) 上 的 可 调 函 数 ， 

证 设 肥 -是 直线 上 的 开 集 全 体 : 则 of ) = m. RBE 
理 3.1 及 Xlo) 连续 的 定义 可 得 | 

KOLB) = XRY) = XOLDIR). 

R X Coy Zf (Q, RE , CRE )) 可 测 ， 

E36 ZIIWENH (Q, Z, =( 2B)) W EL 38 fF Ca); 
对 每 个 Ue 27 , 部 存 在 一 个 连续 瑶 数 X( u) (CH uU 8 28) 使 得 当 
a € UX o) 0, 而 当 wED 有 时 , Xlo) = 0. ELR 
AHELA RERAN, 则 SE ESRT s B s( % > n] 
I pR R. 

证 A 2/ Er% hE 3.5 我 们 只 上 须 证 明 e CA E, 
汐 此 ,根据 条 件 ta), 对 每 一 个 UE 27 ,存在 连续 XC), 使 得 

x(w — Í “EU, : 
=), wÉ, 


. éQ 


l, jz! > L 
Y.G) 一 ” eR, 
n|+|, Jej < a’ 
828, Y,C z) 蚌 R 上 非 负 有 异 连 续 团 数 . 令 
Xalta) = Y.,CX( 2). 

RR. Xa) 是 (Q, R) 上 非 抽 有 界 连 续 函 数 ， 从 而 , X, E Er 
(a= i23) iE Xat X (n — co), H CL) XE, 
故 lecet. 证 完 。 

定理 3.5 和 定理 3.6 的 一 般 用 认 是 这 样 ， 关 我 们 要 证 明 集 类 
F 的 最 小 0 ER z( S) 可 测 函 数 其 有 “ 荣 种 ”性 质 时 , RAII, 
粗略 地 说 ,一 般 是 把 一 切 具 有 "该 性 质 的 函数 全 体 都 取出 来 ,构成 
一 个 函数 系 2 ， 只 须 证 明 QE qu ç Ce) 可 测 画 数 全 体 .用 即 
可 .而 疲 证 明 这 一 事实 ,根据 定理 3.5 及 定理 3.6 只 须 证 明 下 述 二 
条 性 之 一 满足 : 

D FEFE Q hR CEO 的 示 性 函数 具有 “该 性 质 ”， 
£ ELR 

Gi) e 是 拓扑 且 一 切 非 负 有 界 连 综 防 数 具 有 “该 性 质 *, 22 
ESA. 

严格 地 , 须 验证 定理 中 条 件 ， 这 样 一 种 方法 , RZ Ae 
系 方 法 . EDE i-a 类 方法 一 样 , 在 本 节 中 占有 重要 地 位 ,今后 
常会 用 到 , ARER. 这 二 个 方 著 的 潜 同 点 都 是 解决 最 小 = 
BCe 的 问题 ; 不 同 点 是 i-a FEER o Ee) 可 测 集 的 间 
题 ,而 se-2F 系 方法 是 解决 cC) 可 测 函 数 的 问题， 

ló Wi £f 多 9 是 有 限 的 39 ' 可 测 函 数 ， 则 对 每 个 
za € R, [Cro y) = p. Gy) 是 8 可 济济 数 . 其 中 se 是 直线 上 波 
EKRE., 铬 :是 平面 上 波 菜 尔 集 类 , 即 222: = oc(%), 其 中 

E = ((a, b] X (c, g]. —co < a =< b < HHO, 
— o =< e = 4 =< +, 

B (as b] X (cz, d] = ((z, y); a < x S< b, c =< y < ab, 
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如 图 


I 
I 
| 
F. a 
ERZ 一 UG, yK y) 58 2 SIR). Z, 2 的 
到 法 如 例 5 中 所 述 。 要 证 我 们 的 问题 只 须 证 Se CC. BHH aT. m=: 
BLOCK, E Er, AA NEA E se A, 因此 根据 定 
E a — 2 c e 只 须 证 Iecr 即 可 。 下 证 I 
CE 
Bjelle I 
C y) — X nbsa x ; y); : 
Kioa ly) *o € (a, b], 
Pa — ay) = E "ec t1. 
. KA TAERE pr | 是 BT PRS Ct 8 ED x 6 R). MH 
EJE, 

此 例 也 可 用 定理 3.6 证 明之 ， 设 各: 是 平面 上 开 集 全 体 , 易 
Eol = oE) = R B. (R , 2Z2, 292) 满足 定理 3.6 中 条 
H l. Æ fly) 是 于 面 上 有 界 连 续 函 煞 ， 则 对 每 个 男 定 的 zf 
R, 部 有 


Pr) = f( as yx). 
E P 2 L S 3 EESEPS SK. 由 引 理 3.2 知 p,,CGy) 是 38 TEN R 2k, 
这 就 证 明了 ee t — JE RE, KASS 5 , 


834 ”几乎 处 处 收 化 
CO, . r) 是 一 个 可 浏 空间 ,P 是 (9， .or) 上 测度 , 我 们 把 
CA, .of 了) 称 为 一 个 测度 空间 ， 如 果 了 是 有 穷 ( 或 5 有 穷 ) 的 , 则 
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ËR (9, 。er，P) 244 95 GL MD, z 有 旁 ) 测 度 空间 。 特别 P(O) 一 
1, $R (O, .er PO 为 概率 空间 或 者 概率 测度 空间 . 

本 节 及 本 章 的 以 下 各 节 将 阐述 可 测 玉 数列 最 重要 的 几 逢 收 误 
意义 及 其 主要 结果 ， 十 导 的 两 种 收敛 概念 一 一 处 处 (或 逐 点 ) 收 伍 
及 一 致 收敛 读者 是 熟 拓 的, 此 处 不 再 重 述 了 .。 上 十 典 分 析 的 发 展 及 
概率 论 的 需要 ,有 必要 将 古典 的 “处 处 收 敏 ”的 概念 推广 ,并 引进 一 
些 新 的 “ 收 敏 " 报 念 . | 

定义 3.6 iZ Xlo) 是 测度 空间 (9, > P) E B3 w # Eš 39 
(IRo). : i 

G) 如 果 Piw: X lo) = 土 0}) = 0, IEX 为 关于 测度 P 
EJP ARR AA X, a. e [P] 有 限 记 之 ， 

` GD 如 果 存 在 一 数 M > 0, fE 

- Pio: XC) >M) = 0, l 
MUJER X ETNE P 是 几乎 处 处 有 界 的 (或 者 几乎 处 处 不 超过 M). 
常 记 为 X,a.e. [P] 有 异 ( 或 者 |X| < M,a e. [PD. 

GD 如 果 存 在 一 个 梨 we wr HB. P(N) = 0, 使 得 

fo:X(o) < Y(o)} EN 
则 称 函 数 了 Cw) 15 XC) 关于 测度 P 是 几乎 处 处 相等 的 ， 常 以 


X= Y,a. e. [P] g xE y 记 之 . 


Gv) 匠 单 存在 一 个 可 测 函 数 X, 使 得 了 — X... e. [P], RI 
HH Yle) 关于 了 是 几乎 处 处 可 测 的 ， 常 记 为 了 (os a e. [P] 可 
i. š : 

在 定义 中 由 于 (8, .er ,了 P) 不 一 定 是 完全 的 且 Yfeo) 对 (9， 
ar) 也 不 一 定 是 可 测 的 ,因此 不 一 定 有 oX lo Y YE .or 
所 以 YC(w), a. e. [P] HAR REA Y Co) 可 测 . 

例 7 i8 Q — (—o , +oo), a = {一 ;十 00), (— ce , 
0), [0, +0), $}; P.(10, roo ))=Pp,((—co, +00))=1, PCA) 
= P.((— o, 0)) = 0; Pp)=0, Pt{—o00, 0))=P,CL0, + co) 
= l, P,((—co, +co)) = 2; 
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+o, a € (—o , 0): 
1, wE, +o, 
— , wE, —1], 
Yee) -人 oe( 一 1， 十 oo)， 
显然 ,由 (一 o: —1]8 ex I YCo) SP CQ, . r) 不 可 测 ， 而 
Xtwm) 对 (8, er) 可 测 . jf B. 
Pl{o: X( o) Se Y(o))) — P((—o0, 0) = 0, 
PAAo: Xo) * Y(ea)]) = P,((—% , 0)) = 1, 
Pio: iX Ce) > 11) = RC, 0) = 0, 
Piw: |X Ca) > 11) = PKC, 02) = 1, 
le: | Y(e)| 僵直 一 《一 oo —1]C(—¿e , 0) € er, 
WAX = Y,a.c. [P] II X = Y,a c. [A] 不 成 立 ; 了 是 ac.[P,] 
HAm Y RE a. e. [P] 可 测 ; 1X| S< 1,a.e.[P,] Wü |X | < 1, a. 
e. |P,] 不 成 立 ; | Y|S lae, [P] II [Y] & 1, a. e, P] 不 成 立 ， 
Ple RO= R, e 是 勒 风 格 可 测 集 类 ,PP 荐 勒 凡 格 调度 ， 
P, 是 集中 点 的 个 数 . 


XG) ~ | 


lw) = 


+o, o 是 有 理 数 ， 
0; o 是 无 理 数 ， 
l, = 是 有 理 数 ， 

YG) ~ Í 是 无 理 数 . 
TRX m D,a. e. [P] m X = Y m 0, a.e [P] 不 成 六; X .,a.e. 
LP,] 有 有 界 , 了 而 Xa. e. tp] ERARI. 

定义 3.7 BX, X 是 测度 空间 (8，, .or P) 上 的 可 调 函 数 ， 
HH X. X., a. e. [P] AIR (a= 1.2, 3-..), WRR {Xn > 1) 
是 a.c. [Pl A EMB nT PR er 1]. 

G) E PAo X.C) 5 X(e))) 一 0, 则 称 {Xan > 1} 关 于 


a.e.[F] 


P EILA AX A, l X—X, a. ë. iP] 或 X, —— K 记 
=; 
《iD # P(le:X,C 66) 一 X,Ga) er0}) = 0, HJ ER {Xan > 


* 64 


1) CT PELEA ARA ILF ah k E r Sk. Pl 
IX,:n 2: 1) Æa. e. [P] 基本 列 或 ae, [P] RAAZ. 
其 中 XCar) 表 (IX.,Co):n > 11 3 n — oo hj, A 


AT Xlo). 
X,Ga) — X pC) 可 能 出 现 土 0 一 ( 土 00) 的 无 意义 的 情况 ,由 
+ X,, Xan Ha c. [P] 有限 性 ,此 种 情形 名 的 总 和 ,其 测度 了 为 零 ， 
因此 为 确定 起 见 . 从 现在 起 若 不 另 加 昨 明 不 妨 规 定 +o —(+ co) 
= 0, 不 影响 今后 本 章 所 述 各 种 结论 ， 
plo ik (9,.s7) EP, P, tnpa 所 述 , 令 
(一 1)*，w 是 有 理 数 ， 


X62431. opraak, CPD 


7 


+O, œ HH, 
x 
显然 , Po: Xo Kt)}) 
= P, G-A D = 0, 
I X, — X ,a. e. [P,] 而 
P,Cle:KX,( a) X(ae2)1) 
一 P, 以 一 切 有 理 数 ] 一 +o, 
ae [P] 


因此 Xa, — = X RR. 
例 9 HAJT Po P, EO .er) 上 任意 两 个 天 同 的 测度, X 及 


Xa > 1) 是 .er 可 测 的 函数 ,一 般 说 来 ,着 多。 x 成 立 ,但 


ae [P] 


不 一 定 有 X, 一 > XX 成立 ， 

今后 着 不 另 加 申明 , 我 们 都 对 一 个 固定 的 测度 空间 (OQ, r, 
P) 来 讨论 ,而 X, Y ORA FIRE a. e [P] 有 限 的 可 测 函 数 . 这 
时 a.c. [P] RER ae. 


引 理 3.3 #xX,— x E x, 25 y, WX 


a. e. 


Y. 反之 ,车 


W... 


x= y BR x;—S x, m x, — y, 


a 5 a 


证 Q N; = {0X CoAC} 

N, = {0:X Ko) Y Co)}s 
Mi = [oX (a) * Yl). | 
则 x, — x 等 价 于 P(N. = 0, 
X, — Y 等 价 于 P(N.) — 0, 


最 然 , 着 X. x B. x, — Y, 则 当 oN UN, 时 有 
Xalo) —> Xli) H Xala) — Yo) (tn — oo). 
所 以 X(C) = Yle), i wEN 因而 
N, = Í: K Co) 5 YoMON U Nas 
得 ` P(N. UN.) < P(N.) + P(N.) = 0, 


Pr PON) = 0, Bj) x <= Y. 
反之 ;同上 可 证 和 CMU Ns 从 而 出 题 设 P(N.) 一 PCN2) 一 0 


导 得 PON) = 0, BD Xe > Y, ER. 

如 果 我 们 抬 ae, 相等 的 可 测 函 数 视 为 "同一 ”个 函数 , 则 a. e 
收 化 的 极限 遂 数 是 唯一 的 。 

SIA 3.4 车 {Xun 2 1) EWEEK (0, o a P) 上 的 可 油 


函数 列 且 关 , 一 > 义 , 则 X 是 a.e. 可 测 的 ， 特 别 , 若 .er 对 了 是 完 
全 的 , 则 大 还 是 可 测 的 ， 
HE @ Nco Xa X(Co)), HI X ft x, 的 可 浏 性 CG > 

DE x, —— x 的 定义 可 知 , 集 N 是 可 测 的 且 P(N) — 0, 再 令 

X (o) = Xa XC), 

Ralo) ~ XCX) (= 1.2, 3-:), 
显然 , {名 (eo):# > 1} 也 是 可 测 函 数列 且 X, Co) 一 和 (co 对 we 
Q 处 处 收敛 ， 又 办 对 任意 实数 a 

Lr: N (a) <a) 

一 Ú (lle: RG) < — 118.7, 


. Gf. 


# X (e) 可 测 ,而 
fo: Xlo) * X(o6)YCN 
B. PCN) = 0, R X === X RSL BID) X E a. e. 可 测 的 。 
HERRERNE B = 
XB) = X-(B)'N + X-'( BN: 
= X--(B) ON + X (B) 1N:, 
而 XB)NNCN B. P(N) = 0, 车 ,rrr 对 P 完 全 , 则 
XH BJNNE 


AHNE X AJE MEXA 
X B)NN E e s 
LATE X B)E y. 


所 以 区 可 测 ， 这 就 证 明了 若 .er 对 PP 完全 ， 则 XX 还 是 可 测 的 ， 证 
引 理 35 {X n >> 1) Et a. e. 有 限 的 可 测 函 数列 , 则 区， 

n > 1} 是 a. e 基本 列 的 充 要 条件 是 存在 一 个 处 处 有 限 的 可 测 函 
数 区 使 得 X > x. 
HE El X, a c 有 限 可 测 可 导 得 P(N,) 一 0， 其 中 

N, = {wm: eo = tco} Çn = 1, 2, 3: : J 


N= Ü N,, NIN PIME P(N) = 0, 
先 证 必要 性 . 若 {Xn Z 1} Ea e. K ll, JI] 
N' = lo. X,( 06) — X, (C) => 0) 


可 调 且 PNO 一 0. 敬 对 每 个 固定 的 ENUN’ y {Xali > 11 
是 有 限 数列 , 且 


Xalo) — Kn) ——.0. | 
由 实数 的 完备 性 可 知 ， 存 在 一 个 有 限 数 Xlo) 使 得 Xalo) -> 
Tle), 对 任意 ote O fi n > 1, $ : 
Kloh ENUN’, 
x(o) E weNUN, 
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Cm) _ X, Xn (o), 
MENAN 的 可 测 性 可 知 1 X,:5 2 11 E SE SE 28 Bi B u! BU pú Rz 
Fimi X Co) 也 是 处 处 有 限 可 测 函 数 且 

Ta; X.,( 6 )-=X(0aJ)YC NU N. 


但 P(N UN') = 0, Mid X, — x. 
次 证 充分 性 . 令 
N" = {wX w) AXC s 
NU = {wo:X(wm) = +0}, 
Hi X, — X ac WA H wN UNUN”) W, X,Co), XC) #B 
是 实数 (一 1 3, 3 ) 且 Xeol) 一 X(o)， 再 由 实数 列 的 性 
EFIR, Xalo) — Xala) —> 0, WE 


fa; X.C) 一 天 Co) = OCNUN" UN, 
根据 题 设 
KNUN UN O < PNG + P(N”) + P(N”) = 0, 
故 P(lo:X,Go) — Xalo) > 03) = 05 


BR {Xain > 1) Je a, e 基本 列 ， 
引 理 3.6 HEREHEREA {XX X... j Ai 
有 
AD 16; Xa) ~ Xle 
= N U Ñ (o:1X.,. Key — Xlo 


s> m=] v=% 


<s) YA 《3.117 


=ñ un fio: Xas Ca) =X Cw) < Tina, (3.11) 


k=] n=] r=Ú 


AN{o: Rw 有 oo 让 


-Ü ñ Ü fa :Xe 一 Ko) S EHN ds 3.12) 


k=1 n=1 =Q 


ANI: Kt) 一 Xu) > 0} 


. 68 » 


= n Ú N fa: Xass Ca) — X.Ce2l 


k=) nwt reù 


1 
<+|na, (3.13) 


AN{ro: Xo) 一 Kala) Azor 


- Ú ñ Ú [%1x.,Ce) — X.C)! 


=1 s=] *=—Úü 


1 . 
= Hana, f (3.14) 


证 UE (3.117 BH X {Xan > 1Y 在 集 4 上 的 有 限 性 ,对 
任意 we A B: Xalo) > Xw) 等 价 于 尾 给 8 > 0, 至 少 有 一 
2 1， 使 得 对 每 个 2 > o0 都 有 Xlo) 一 (Cw)| a, JRR 
(3.11) 成 立 。 由 于 集 


U N foo: |XntsCa) — RC)| < e} NA 


#=1 w=ü 


BE e 下 降 趋 于 0 而 不 增 ， 故 有 (3.1) 52 32. (3.12) 由 (3.1) 及 
(1.3), (1.4) 得 到 ， (333) AMF (3.11); (3.14) 类 似 于 (3.12) 
的 证 明 ， 
定理 3.7 (a. e. We 8k 34] E 设 [Xs X X,, Xn `. Í 
是 测度 空间 CO, .or P) 上 的 a.e. 有 限 可 测 函 数列 , 风 
G) X,— X 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 sa > 0 
P (ñ U (e:1X,, (a) — X (a)l > sJ) = 0. (3.15) 


nam] peg 
HA P RASH, U (3.15) 可 化 为 : IER e >- 0 
imP( Ü lor Xalo) — XC 2 sJ) = 0, G10 
Gi) {Xan S 二 是 ae 基本 列 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 。 > 


"65 . 


e( A Ú la: [| X,+ (62) — Xt 0) => sj】 = 0 (3.17) 


进而 , 若 P 有 穷 , 则 (3.17) 可 以 下 式 代替 : 对 任意 > 0 
kp (UU) {os Xo) — XC) > e)) = 0. (3.18) 
证 . 令 
Nm 一 to:lx(o)l = +o), 
Na = lo: |X lol = +eo) (一 1 2 
由 (X, Xis Xatto} Ë a.c. 有限 的 可 调 函 数列 , 故 N, 是 可 测 集 且 
P(N.) = 0 G = 031,211); EN — Ú Nas S N S BJ B 
P(N) 一 0， 而 对 任意 oN H X o) X.C) (m = 1,2,: 2) 都 有 
限 , 故 由 (3.12) 有 
Nee: Xalo) XC)} 
=NN(U N U {orlxmle) 一 zol 


> Ł)). (3.19) 
又 由 lim X,, lim X, Z X 983 90, 8k 
{w: X, (o) — 人 (oo 并 | | 
= fo: Tm x,(e) — im XC) = XCo) | 
可 测 , 从 而 le: X,CGe)-2>XGo6)) 可 测 ， 对 任何 可 测 集 4 由 
PCA) = P(AN) + PCAN") É P(N) — 0 
即 可 得 PLA) 一 0 ST P(N A) = 0。 据 此 及 (3.192 有 
Piw: X oX (w) Y) = 0 | 
<> P([a: X, (6) X(ao) y (Y Ne) = 0 
<>P (NN(U N Ú {ordersle) 


. 了 0 = 


Á 
~ECA OREO] 
1 
= + = Ü 
WS k a 1,2, 3... 
<=> (3.15). 


最 后 第 二 个 等 价 关系 是 因为 
1 = - 3 ' 1 
4 (z) = N U fo: IX,,+,Ü o) — RC)| = a} 

B8 kme A M FEA EASE. A rA MERI 
上 连续 性 及 当 z —-oo if 

A(Z) Z U for Xoo) 一 Ko 

1 1 
> +) ta (+) 

可 得 (3.15) 与 (3.16) 等 价 。 从 而 证 明了 G) 成 立 。 

Gi) h {Xss > 1} Eal e, 基本 列 与 (3.17) 的 等 价 竹 可 类 似 
G 得到， 但 (3.17) 与 (3.18) 的 等 价 性 不 能 闫 似 于 (3.15) 与 
(3.16) 等 价 性 的 证 法 , 因 这 时 集 

| Ü) (e:|X,, Ga) — Xal] e) 


不 随 n 增 大 而 不 增 , 破 不 能 用 测度 的 上 连续 性 ,但 由 于 对 每 全 
nn = 1,2,3,.**) 


. 7l] a 


N UJ 1%: (Xat oo 一 Xalta) | = s; 


C Ü Le: lX,,,Go) — Xal) > eb, 
K (3.18) 必 可 导 得 (3.17), MESE [Xen >> 1} Ea e AEI 
现在 证 反问 题 , 着 (Xn 2> 1} 是 ae 基本 列 。 由 引 理 35 必 
存在 一 全 有 有 限 的 可 测 函 数 X, 使 得 x, 2 x, 4 PH 65 BQ H G) 
A (3.16) R. m 


U {wm: |X,,+, (0) 一 en) | = e€} 


cÜ ILZO 一 X lw) > z} 


U fia: 1w,Ge) — XC)! > £) 


u g 
-U feo: Xs) — XG > z). 
#& (3.18) RY. EZ. 
定理 3.8 ( 叶 果 洛 夫 定理 ) 设 (Q... P) RAR ME Z H]. 


[X, X, X, 是 其 上 的 a.e. 有 限 可 测 函 数列 ， 则 x, 一 > x 
的 充 要 条 件 是 ， 对 任 给 e > 0， 都 存在 集 AE» WEB POA) 一 
e 且 在 8 一 4 二 4 上 Xs(w) — Xlo) 是 一 致 的 , BA x, =i" x 
W X, > Xa. u. [P] iZ, I 

证 “ 先 证 充分 性 , 若 XA, WASTER m, WEE 
一 个 集 A, € .or ， 使 得 PC4o) < 二 B 31 o € Aa BGEA Xa Ceo) 


> XC) 成 立 . 
EN — f) 4, B 


mej 


sm 72>» 


P(N) < P(An) < ~ — 0 (m— ©), 


所 以 P(N) = 0, 3234 mëN RD ae Ne = |} 45 Bh. DEET 


mo 一 mla) {EI o € Aho BE da, 上 一 致 地 有 Xn Co) 一 Xlo), 
HI Keka) — X Co), At 
wël w: Xala) X Co} 
MES 
. P(le:X,Co) RC PON) = 0, 
所 以 x, — 5 x. 


必要 性 可 根据 定理 3.72, HH X, — X 可 得 (3.16) 成 立 , 所 以 
THES e > 0 和 处 痢 存 在 ~ 一 个 pt， 使得 


a 


P(U {0: X a (e) 一 Ko >1])< x: (3.20) 


令 
` 1 
a= U U Ña: Rna) — Xol S +P 
则 由 《3.20) 有 
P(A) < >; P( U fu. |X,, (o) — X Ceo 
=] ‘yD 
1 Sg 
#3- A 


。 ~ 1 
A = ñ N le: .GE 一 X{w) 1 < +P 
故 Xlo) — XCo) 在 4: 上 一 至 成 立 ， 即 XX, 一 > XX 成 立 . 证 完 . 

注意 ,定理 3.8 去 掉 测 度 空间 的 有 穷 性 。 一 般 不 一 定 成 立 ， 反 
例如 下 : 


Ss 


例 10 设 吕 一 fi,2;， 3; Y, a — S(Q9), P( A) 一 4 中 点 
的 个 数 , 则 (8, .. Z, P) 是 0 有 穷 测 谋 空 间 , 而 不 是 剖 穷 的 令 Aa 
= {l> 2 2) ME 

X,(C e) = X, (0) (n = E, 2,---)5 
BANETO e gA Xol 处 处 收 敏 ， 但 X, — — 
z, 


a... ea 


1 不 成 


535 测度 收敛 


定义 3.8 设 久 及 X。, 是 测度 空间 (0, rP) Eae 有限 的 
TT ER 9k. Ca Z 1).. 
G) EHEM e > 0 有 
limP(l{w: XLo) 一 Kla)! = D = 0, (3.21) 


则 称 {Xn > 1} REIRE) PKF X, Ú, X, -x 记 之 . 
(iiD) Ex T >o A 
dim PAo: X00) 一 Xelo) 22 8) — 0, (3.22) 
WI#E (X,:6 Z: 1129£2 WEF P 收 合 的 基本 列 或 按 测 度 卫 EAKR; 
Cl Xa 一 X, 一 Ü 记 之 ， 
引 理 3.7 iX, Ys X, = 1，2，3-，*) 都 是 a. c. [P] # Fi 
可 浏 函数， 若 X, X B x, — Y; NI X — Y,a. c. [P], 
证 因 对 任意 。 之 0 REEM” A 
[e:|X(a)— Yo) >e} ` I I 
C'(o:|X,CGo) — Xlo] 十 Ka) — Ya) sy ` 


cle: x0) — XC) > E} 
Uje: Ix.) = rei > 


再 根据 Xs- x 及 X, Y 可 导 得 


. 74. 


0 = P(í(oe:|X(oe)— Ya] 之 5 
< (fo: IX,Ge) — XG) > £7) 


+P({o: x0) — Yl > #]) =. 
HJER e > 0 
Pl{w: |X(w) — Yol > et) = 0. 
出 测度 的 下 连续 性 及 随 s | 0 
(e: |X C) 一 了 (oo)| I> ey t {ewe: X(26) S< Yla} 
= UJ (e: 1X l — Y(ea)] 2 s), 


P(le:X(Co6) < Y(o6 Jy) f 
_ BmP(Í o: XI a) — Yll >> f) = n, 

MW X = Y, a. e. IP] 成 立 ， 证 完 . 

还 引 惠 说 明 , 当 我 们 把 a. e. H SRS985, 袖 为 “同一 ”函数 时 ， 
浏 度 路 襄 的 极限 函数 是 唯一 的 。 i f 

定理 3.9 J XK X, EBMIEESs[R] (Q. P) E a. z. 有限 可 
JAR (s > 1). 

G) GREM) Erto, X. X, W. X.— X. 

(ii)〈 黎 斯 定理 ) 3⁄6 X., — x, 则 存在 一 个 子 列 {Xn 4l} 
使 得 Xag 一 人 X 《天 一 +œ). 

证 # X, SX EER 3.7 GD ,对 任意 8 > 0 和 正 整 数 m” 
有 


P(x, — Xi > e <P(Ú tIx,.,— xl =.) 


— Ü, (n — o) 
从 而 得 x,— x. | 
E G). H Xx,— X 的 定义 可 得 ,对 每 个 正 整数 k, 存在 一 
` 75 x 


aE ER ni 《个 妨 设 nk > mea) 使 得 

pfo: Xa) = xlo > 1-1) < Z. 
于 是 ， 对 于 任意 0 三 6 < 1K—U £ Z Ne = — log /lag2 
(< sa N > Mass 


Fpl: Xn (a) — XG) > s) 


k=" 


< > p (feas Xai) — XG) > x) 


因而 | 
P(Einto: Xn Ca) — Xm)| > eD 


~? ( U (a: lX,, G) — X(e)1 > 6}) 


— mP ( U te: Xua) — X(o)| > :)) 
< im È Pde: Xap 0) — XC) ] 2 eF) 


= Ü, 


.1 
< Em 22+ 


#x 
P(N Ú feo: | X...) 一 RCE)! >e) 


R= v=0 


= Pm{e: |X o) 一 X(e)| > ej) = 0, 
根据 定理 3.7 的 G) 知 , 当 不 一 时 


a. E. 
Xn — x, 


= 76 + 


从 而 定理 得 证 ， 

系 {X> > 1) 是 有 穷 测度 空间 (g, aP) bae ți 
REER M Xan > 十 是 按 测 度 基 本 收敛 的 充 要 条 件 是 存 
在 一 个 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ,使 得 x,— x, 

证 ”充分 件 可 由 不 等 式 

Plos) Xalo) 一 Xo(w)) 2 s) 


<p (w:x) — XC) > °.J) 


+ P (|o: Xa) — XCo)| > £ ]) 
得 到 . 
下 证 必要 性 因为 {Xn > 1) E gl EF W gr nya KOS, LH 
(3.22) JA A EE e > oo 和 整数 yz 基 0 有 
mP w: IXa) — Xl | > g) = 0, 
所 以 对 每 个 正 整 数 k, BEEN n) 使 得 对 任意 4 >n 和 
一 切 v 之 0 都 有 
p (e: Xml) 一 XC)1 S A) < 去 
ESE m = n(1), z; = max {zi 十 1 » n(2)), Hy = max ln +1.,x5(3)) 
等 等 ， TE: m, < n, < rer < nk < Agt E limn, 一 +o. Xf 
F kimle 7 


da= fo: Xanla) — Xala)! > 11, 


Bm 一 Ú Ake 
kam 
El z+ > n(4) i 
PEA) < FPG) < Sea < Si = 


Pr。 


任 给 s > 0, 对 充分 大 的 m 使 得 上- 之 8 及 一 H] > 2 0, 着 


mm 


* 27 。 


e € Bram ñ Aks 
` È mra 


由 


(Xam) — Xanla)! < D Xag Co) — Xue) 
— 1 1 
< > > _-_ 了 < BE。 
因此 


Ù fe: lAn, Co) — X. (e) > E)E Bas 


P{ U to: Xang) — Xanla) | > sl ) 
#=ú 
<P(B,) < 2 
& m — 009, 内 而 可 得 
timP( U fe: | Xam C0) — X,,Ga)1 > sy) — 0, 
根据 (3.18) 即 可 得 到 {X。:m >> 1) Es a, e, [P] ERS BAME 
更 3.5 和 定理 的 G) 得 知 , 存在 一 个 处 处 有 限 的 可 测 函 数 x ,使 得 


S mohi Xan eX. HENA {Xn > 1) RINE P AERA 
从 而 由 
Pl{lw: [Xs 一 Xfo)| 2 s1) 
<P [oriXu(w) — Xala) 2 2}) 


+P ([e: Xu) — xÇə) > 5}) 


可 知礼 ,一 X. HES. 

此 定理 的 系 说 上 明了, EAS MWEZA kH a z. 有 限 可 测 
HRE, MERTE a. e 相等 的 函数 视 为 “同一 ”函数 ， 并 在 此 
函数 空间 上 定义 站 和 伍 为 测度 收 误 时 ,该 函数 空间 具有 客 备 性 。 


» JË a 


本 定理 的 G), KZRA, H FAK. 

PI W (Q,. Z.P)=([0,1), @[0,1). a), oh Bo, 
1) 是 [0, 1) F3e 38 52, s 是 勒 页 格 测度 。 XJ SE 46 p 32 SK i 
在 [0. 1) 上 定义 无 信 函数 
XWo), KPC) ss X20035 


i—1 š 
1, we | n 5 +) 
_ [: —1 f 
0, <€ | £ ° £ 
CHETI AS Ce) = l; a € [0, 12). 将 这 些 滑 数 排列 成 一 列 
Xlo) = RO) Km) = X 2006), XC) XP) 
Xlo) = XP) (06), Xala) = RHC), Xela) = Xiao) 


和 


其 中 


XH) 一 G 1.2...) 


ERZI (X, Con 22 1} 是 勒 册 格 可 测 的 且 X。 一 > 0. 因为 对 于 
任 章 的 小 于 1 的 正 数 cy, 当 # 一 3 时 有 
alw: |X] Z= ol) 
+ — 1 1 1 
-e(o 

但 是 在 [0, D 中 企 章 一 点 mw 4 n ->00 时 

Xe — 0 
并 不 成 立 。 因 为 当 aa € [0, 1) 时 ,固定 万 必 丰 如 下 的 ij, 使 得 


一 
dog € | k , +) 
MA fü X50004) = 1. 换言之 , 当 我 们 沿 数 列 
Xm) Kilo), Xle), +e 
ETA PWRERET. 总 有 等 于 于 的 数 ， 所 以 Xe 一 0 不 能 
RM. JRR X.Co) Æ [0,1) LERRET O ,因而 更 不 ae [a] 
HAFO. 
由 此 可 见 ,在 有 穷 油 度 空间 上 , EMEKA, HILE bh 
处 收 化 的 概念 汰 弱 , 较 处 处 收 襄 的 概念 更 弦 。 - 


定理 的 (i) EHP) < +o, ATE., M FERA. 
例 12 设 (Q, ar. P) = (R, SZ, p) u P NJ i WU BE, 
X(o) = 0, € 2, 
0, H jel < shj 


一 o 


一 F z 
(n=l; 2; Ženu} 
T a(R) = 十 oo， 且 对 每 个 = 之 1 
1 
(fol) — XC) > EYY 
一 a (— 5, — rn) + (n, +co)) = eo, 
故 ， 
tim a (foo: |X,Ga) — Xlo) > 动 一 十 oo， 
”所 以 
p 
Xr o> X, 


EHET o € Q , 当 关 一 c2 时 都 有 
Xt — Xlo = 0, 


$36 3 wk% 


设 (2, .wr ; P) 是 有 穷 测度 空间 ,处 是 其 上 a.e, 有 限 的 可 测 
HR, S 

Fx(a) = P(w Xlo S< xy), zx 6 R, (3.23) 

不 难 验 证 Fx (2) 是 定 分 布 因数 ,我 们 把 此 Fx (G) FYE29 X RIA Tha K 


. BÜ + 


数 ， 反 之 ， 给 定 一 个 定 分 布 函数 F (a), ROERE EAA 
EBE (Q, a r, P) RER a. e ARRUA x, 使 得 
Fyx(x) m F (z) 

E? 答案 是 肯定 的 . 

BIR 3.8 HEREDAR Fa), MaE AAMA 
间 (Q, ar,P) 及 其 上 的 a. ce， 有限 的 可 测 阔 数 ,使 得 Fxtx) s= 
Fe). 

VF. 下 第 二 章 定理 2.7, 对 F(=) ARE A 53 WU EF 2z 8] (R , 
Ba Hr)» 使 得 


s (Ca,5]) — F(E) 一 F(a) 
成 了 并; 令 
(2, rP) = (R, Æ ar) 
H Xlo) =w, wER, 
显然 ，X(o) 是 处 处 有 限 且 是 波 友 和 尔 可 调 的 ,还 有 
Falh) :oo SED = así (— °° , 51) 
= F(b} 一 F(—00) = F(b). 
成 立 , 显 然 Fx 是 定 分 布 函数 且 
xa R) = F(+oos)— F(—eo) — F( +oo) < + os, 
Wk (Q. . a P) = (R, B, ns) 和 X(w) 一 wm，,wER 即 为 所 求 . 
E. | | 
由 此 可 网, 任何 定 分 布 孙 数 F #Bu[ il t — q 235 RJ EE 2= B| E , 
E—a e, ARAMARK. 我 们 首先 研究 分 布 函数 全 
的 收 钱 问题 ， . 
定义 3.9 W (F, Fo Fa . 1 ED ARF]. CCF) J F BU 
连续 点 集 . 
Gi) #4 — H x € CCF), H a 一 co 时 都 有 
F,G) — F(x), 


则 称 I F,:6 > 1} 881484 F. D F, p aZ. 
Gi) 着 Fa =F B. F, +o) > F( co), MIE Fand 


.81 a 


Il 完全 收效 于 F, 以 Fo 一 下 记 之 
一 般 说 来 ,，F。 一 - F 不 一 定 有 .一 "FF 成立。 反例 如 下 ， 
例 13 i FG) 一 于 ,zeRi 对 每 个 21 


Ü, xÆ — ms 
Flr) m= 1 = 一 大 = x n 
2 
i, # = x; f 
显然 CCF) 一 R 且 对 每 个 * € R# F) 一 F(x)、 所 以 F,— 
F, 但 当 # 一 0 时 
Fu( 一 co) = 07+ = F(—00)s 


F (+00) = l> = F( +°), 


i F.,-” F 不 成 立 . 
引 理 3.9 i FE FOGR 1) 是 分 布 沙 数 ， 
G) # F, — F, W ` 
Im F,(—oo) < F(—oço) < F+) < m F,(+oo), (3.24) 


m 


var F =š lim vat Fy. (3.25) 


Liu 


Gü) # F,—8= F EH |F(+oo)| < +o, WÜ s 一 co 时 
F, Tos) — F( + co ) <=> var F, — var Fs 
其 中 
var F = F(+00) — F(—00), 
var F, = F, +0) — FC—00). 
证 G) TH F,C >) S F) < F Hoo) É F,— F Ë 
z. "Wx € C(F)W G 


= Ë2 » 


Tm F,(—ço) < lim FC) = lim F(x) 


= Flr) = im Fw) < lim F,(+oo) 


LL Li 


BE C(F) 中 点 > 使 :一 主 co 得 
Em FA(—%0) =< P(- ce) =< FC+ co) < lm F,( +o), 


所 以 《3.24) 成 立 ， 从 而 
var F = F(+ co) — F(—ë@0o) 
= lim F( +o) 一 lm F,(—29) 


LL 


=< lim[F, (+) 一 F,(—co)] 一 lim var Fas 


H+ Ti =a o 


BH (3.25) 成 立 ， 下 证 Ci). 

HH |F) e eo, F F.Creo) - 一 F(+%), M3 
分 大 的 = 都 有 |F,.(+ooy| < +oo, k 

var F, = F,(+oo) 一 F,(—oo) 一 
F(+oo) 一 F(—e9) = var F, 
FZ, # var F, — var F, H | F(+co)| < + co 30 < var F < 
+o, W n —co 时 有 
var F, — var F >Q. 


再 由 (3.24) 及 IF(+oo)| < 十 co 可 得 
= BR 一 oo) 一 lm Fw 一 co) 一 lim [ F( —co) 


kEi] 


一 Fs(—00)] 
0 < lm F(t+00) — F(+ o) = lim [ F,C+ co) 
一 到 十 co 


< KEm[F,( too) — F(+°o)] 
< Iim [ F,C-r oo) 一 BC+eo)] + lim[ F(—°co) 


一 F,(— )] 


-+ 83 = 


= lim[F,(+oo)— Fto) + F(—oeo) 一 下 < 一 oo9] 


== Jim [var F, — var F] = 0. 


ñr 
lim [F,(+oo9) — F(+0)] = 0, 
即 
F(t) Fto). 
从 而 


F,(—%) 一 F400) — var P. — 


F(+co) — var F = F( —oo 3, 
这 就 证 明了 (ij) 中 右 色 左 成 立 ， 证 完 . 
”本 引 理 中 条 件 | F(t) < 十 co ARJA G) 不 一 ERX. 
EAF: 
例 14 对 每 个 正 整 数 n, Ve 


Xs x< 0, . 
F (x=) = ls Ox 
I | Xs # = x, 

x. x= Ü, 
FG = | 

l, x Z= 0, 


显然 下 及 FO > 1) RESTERA x € R n 一 00 时 ， 
都 有 FG — FO), 故 了 ,一 FF， 但 对 每 个 #* 关 1 有 


FA(—00) = F(— 0) = —oo , 
F,(+oo) = +o, F(- oo) = 1, 

ik var F, — var F, 
而 下 (十 oo) = +0] = F(+oo). 

引 理 3.10 分 布 函 数列 {F.n Z 1} Sk ak 3 — t PE 8k 
的 充 要 条 件 是 存在 一 个 称 密 于 尺 的 可 数 集 D, 使 得 {F,:n 1} 
ED ERKAT ARER Fp. 

证 ” 先 证 必要 性 ,由 RR 一 C(F) E uj ski (ATR RARA 
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ERARETO i CCAAT R, BUE, 存在 一 个 可 数 独 于 


R 的 集 D, 使 得 DCCCF), rh F,— F XI, W x € DB FG) 
-> F8) (n> 00)， 取 Fp(x) 一 F(x), HUD #t Fo 即 为 所 求 。 
充分 性 证 明 ， 因 Fa) -> Fole) rE DD, 令 
F(a) = lm FpCy), z € R, (3.26) 
z5 

容易 验证 FO ESRAS. FERIE Fa F. Xit, BrE 
CCE), HEE >=, z” € D B. r < z < z" 有 

F < Rue) < Fle") 
— n 一 oo 得 


Fo(z”) < lm F,Cz) < Em F, < Fola”). 


由 也 的 稠密 性 及 (3.26) 得 ,对 任意 6 > 0, 有 
Flx— g) = ,lim FoG’) = Em F,(x) 
=< lim Felx) 
=< Hm Fpl”) = F(xz + €) 
“s: 
HRe | 9 由 zeC(F) 得 Em F, — FO), M Fe 一 F. 证 
定理 3.10 《【《 强 致密 定理 ) 千 分 布 函数 列 {Fa 22 1} 存在 
一 个 与 和 x 无 美的 常数 M> 0 使 得 
IFC) | =M, x€ R, n> l, 
则 存在 一 个 分 布 函 数 Ftx) 和 子 列 IF, k > 1), 使 得 
F. >F (k— o) H IFG2| < M, +€ R. 

证 由 引 理 3.10 RAEE ATA nek > 1) 和 可 数 
HER D, E {Falk 2 1) 在 刀 上 收 敏 到 有 限 函 数 即 可 。 为 
J. 我 们 利用 对 和 角 线 方法 来 求 之 ， 设 D = {ris fis "`" s fas "rY, 
H {Fln 21) 是 有 界 数 列 ， 利 用 外 氏 定 理 ， 存 在 一 个 子 列 
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na) 和 数 FoC), 使 得 | Far < M H Fagri) > for) Ch 
下 图 )。 ` 
FG), F, B.G: Eas 
Faa Cr’ F,r) *F, (ri): * - Fp(r) f 
Fa lr) Felra)s Be ` — Folna) 


和 


SIF, (r rk 2 1) j E E H, 存在 一 个 子 列 lna (na) 和 
Fofr), E| Ford < M B. Faal) — Fo(r)s AER FE 
EPER (sa) Dina) Dinah e ERN ENER m, 
Bš k >o 时 都 有 - — eo | 
F, (ra) > Folrm), 
选择 对 角 线 元 素 列 (m = na: k > 1}, 显然 数列 
{oek > m YC ine:Itk 22 ljhs m > 1 
BEHEA r € D, 当天 -oo 时 都 有 | | 
Flr) — Fole) H. [Far < M. 
改 由 引 理 3.10 TAEA FG, 使 得 ' F(z)| < M 
B4 kooki Fa F. 证 完 。 o 
定义 340 {X X Xai Xa HEWER EO, r. 
P) ERJ a. e ARER, Fx Ë Fx。 分 别 是 及 X， 的 分 布 
BAGS 1) 如 果 
O Fy, 一 Fys 
MUJER IX, > D Ryu 0k P X, 以 X. Ex 记 之 ， .. 
定理 3.11 设 X 及 X。 G > 1) REEN (O, ars P) k a. 
e 有 限 可 测 函 数 。 若 X, x, 则 x, x. 
证 [IX E X, E: a. e. PRP MIPS 2K i 
Fx(—00) = Px,(—00) = 0, 
F,(+oo) 一 Ex (+ oo) = P(O), (n > 1). . 


HEFER: 

Fre Px < Fx Ex. 

根据 定义 .3.10 一 
— Fx > x. =X. 


ZE X, CR) Erea" B 
Fyle) = PX = hH = PAX, S 
+ P(IX, > x, X < x'Y) < P(1X, = xY) 
+ PCIX, — X| 2 x — z'1) 
= Fy (eg + PCX, X 2 r rh 


BGR Xa — x 可 得 : 
Fxl#’) < lim Fx, G) + limPC(11X, — X| 2 # -x'D 


M æm 


= lim Fx ,G). 


LLL 


同 理 可 证 | Ë 
Tm Eg, lO < Fl" 


El z€ C(Fx), 9 x” z, z' tr : 
Fx) < lim Fy, la) < Em Fr, 0) < Fr). 
Fx (2) > Fel), z€ CFx) 


帮 Fx Feo IRB X. X. 证 完 . 
反 定理 是 不 真 的 ， 见 下 面 反 例 . 


例 15 设 4 是 可 测 集 且 PC4A) = PCA) = L, 令 - 


1 EA, E 

Xe) = | 4 (n=l, 2s.: .)， 
3 3 

| —l, ocd, 


XC) 一 IL, wE A, 


» 7 o 


pi 
0, TT 一 ]， 


Fy r) = Frl) = r —1 = z==< 1, (n w }, 2+.) 
l, x => 1, 
# Fe Fx BD XX. (B |X,Co) — Xlo) = 2, =€ 9. ik 
11 . 
p({ix, — x! > Ł}) =o = (r= 1.2... D, 


所 以 X, — X 不 成 立 . 
M LARR, SERIE K, US 2bRbi JLE, 
测度 收 敏 以及 分 布 收 笋 之 间 存 在 如 于 关系 : 
G) 若 测度 空间 是 有 穷 的 , 则 
ZX 一 
x YN a= x, “5 x 
GD 车 测 度 空间 不 一 定 是 有 穷 的 ,一 般 只 能 保证 


x, — X bb ORKO) => x, SS X 
x, 
x,— xš 
存在 一 个 子 列 Xak > 1， 使 得 
X, — x (&— œ) 


2) 题 
1. AEREAS FAHEEM: 
Ci) Xas = Xat Xs; Xaus = Xa j+ Xs — Kami 


3 一 DX 


Gii) £ aa, T Hm Kaas X um a, = lim X gp 
fe == H 站 i L.J 


Gii) Kaa = Xall — Za), 
. $È. 


2.86 X, Y 是 简单 函数 , 则 下 列 沙 数 也 是 简单 陪 数 : ax + ¿Y 
(a, b€ R>; X - Y; |X|; X"; X. : 
3. 设 有 是 直线 上 勒 风格 不 可 测 集 , 试 证 


xe = [°° x€ A, 


—*, *€ 4 

不 是 勒 贝 格 可 测 通 数 ， 

LAE: a) EIX) TA, RES X ñiqi (b) 落 对 任 一 实数 
cs jo: KC) 一 牛 是 可 测 集 ,和 是 否 是 可 测 函数 ? 

5. WR (Q... r), .or 一 { A, As, Q] 上 的 全 部 可 测 函 数 . 

6. 试 证 ,对 (2, . r) 上 的 任 一 非 负 有 界 可 测 函 数 天 , 必 存 在 
一 个 非 负 简单 函数 列 {X,:# I 11, EX, 1 X xe € 加 一 致 成 
x, 

7.W (Q. F p, P) EE (G, .mr P) B5562 fe Bl EF zz RI, iQ 
证 ， 对 任意 .多 。 TARR X, 必 存 在 一 个 .exr 可 测 函 数 了 ,使 得 
K =Y,s,a.e. [F]. 

ER: 利用 完全 化 定义 及 下 述 事 实 。 XÆ A, 可 测 的 充 要 
条 件 是 对 任意 有 理 数 > 有 

E, = (æ; X (a) < Eee。 

AHHA HAE RI Sk kE m. 

8. 试 证 ,车 X, -一 X， 对 每 个 we 0 数列 (Cw)}c{n}, B 
kala) 二 cotn -> 00), WY Ki Cw) X(n — oo), 


9. UE, A FI MARA É X, n 之 1) 具有 性 质 : xj IESS Ti 
[Xak 2 1) RAPA] 
{Xa tY = ICAA nik = 1} 


E 
| Xa XO >), W x,” x. 
提示 : PREME AE LE KRSR PE. 
10.2 Xaia 2 1 是 有 穷 测度 空间 上 的 a. e, 基本 列 , 则 对 任 
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意 正 测度 的 可 测 集 4, 都 存在 一 个 正 测度 的 子 集 B 和 正常 数 M, 
使 得 对 任意 wm € B 及 # 守 1 都 有 1Xo(w)| < M. 

11.38 [Xar > 1} 及 是 9 有益 测度 空间 (如 ， a s P) 上 的 
ac 有 限 可 测 函 数列 且 X。 一 >X， 则 存在 一 个 可 测 集 列 {04: > 
日 且 P(8 一 U 9,) 一 0， 使 得 对 每 个 4 l, š n -oo 时 一 致 

&=1 
地 有 
Xalo) — Xw), wE Qi. 

12. 设 gix’ Tr" sn) 是 # HEAR, Xis Xote’ 
X, HE (2，.ar) 上 可 测 函 数 ， 试 证 Y(o) — z(X.Ço), XLo) 
… :Xu(o))》 是 (O, . r) ETAR. 

提示 : 利用 Z-A 系 方法 及 定理 3.2. 

13. 试 证 ， 若 X, 一 ~X E Y, >Y, M 


(a) aX, + bY, aX + bY(a, bE R), 

(b) [Xl— |X|, 
进 机 , 当 己 有 穷 时 还 有 

Ce) x E x’, Ya Y’, X,Y, KY. 

14. 设 各 一 民 , .er 是 波 莱 尔 集 类 ，P 是 勒 贝 格 测度 ， 对 每 个 
nl, 


e+ t, n < m == n t 1, 
Xe) = Y,(u) -| 2 
ms 其 他 ， 
Xlo) = Yla) = o, m € R. 
试 证 ， x,— x, y, Y ,但 Xuy, 一 - XY 不成立. 
15. 设 F, Ë 及 F,G > D Kya aS mn F. F B. F, 
一 F, M F = F, 
d.f. 


16. E it PCQ) < +eo, 则 X。 一 < 的 充 要 条 件 是 X, 一 一 


. 9 » 


c, Hh e 是 常数 ， 
17. i4 G, ur s P) 是 概率 空间 , Y。,， Xa (n Z= 1), 天 是 其 了 上 
a.e. [P] 有 限 的 可 测 函 数 ( 概 率 论 的 述 语 称 为 随机 变数 )。 试 证 , 若 
d.i. d.t 
£, — x, Y, — e, Mi 
(a) X, + y,“ X + Cy 
(b) x.y, = cX, (c > 0), 


(o) Xx,/y, Z Xe le > 0). 
18. 设 ris rata rast es] EREHE S 
1 
F (ay = < 让。 

RIE Fo) 是 概率 分 布 冰 数 ， 其 不 连续 点 集 为 {ri ras tts ras 
ERT RHI. 

19, 设 (Q , Ro CRAY) ERTER, AE E X (zo) 是 其 
ERES RR, i X(o) 必 是 其 上 的 可 测 函 数 . 

20. 设 gtx) ER LERRAM, XE KX G > DEMRE 
B] (Q... P) Ea ce 有限 可 测 函 数 ,试问 ; 


G) # x,“ 到, 是否 有 gC(Xs) “ (XD 


Gi) EX, x, 是 否 有 g(x.) ~ gCX)? 
若 不 然 ; 试 举 一 有 反例 说 明 ， 


21. 设 P(4) 一 PC49 = +, 对 每 个 > 1, 
x 
Hs m € 4. 


试 间 ; G) (Fear > PRATAS ARO 完全 收敛 否 ? 
GD 和 Xs:# > 1} AE R IR Y mAT RR X 9 
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第 四 章 积 分 
54.1 积分 的 定义 


E (Q, eo P) 是 测度 空间 ,我 们 知道 鞭 上 最 简 单 的 可 测 沙 数 
是 示人 性 函数 X (A € ar). 自然 ， 我 们 定义 它 的 积分 为 集 4 的 测 
度 ， 比 示 性 函 教 稍 复杂 的 是 示 性 函数 的 线性 组 合 一 简单 函数 . 
自然 我 们 定义 它 的 积分 为 对 应 的 示 性 函数 积分 的 线性 组 合 。 而 一 
HERJE AAA 交 ， 由 可 测 函 数 的 构造 定理 , x dj X X exte 
XV; Hh X* 是 非 负 可 测 的 , 而 X* 又 可 表 为 0 < XX3 个 X+*， 其 中 
{3#:# 22 1) 是 简单 函数 列 ， 自 然 地 ,对 一 般 六 的 积分 可 按 如 下 办 
法 层 层 定义 之 ， 


定义 41 GO 若 X(w) — > arulo) 是 非 负 简 单 函 数 。 则 


称 值 2  zPCA;) 为 Xlo) 在 测度 空间 (Q, er, P) 上 的 积分 , 并 


[ 


以 f X(w)dP 32, ED 


j X(a)dp = > ¿PCA)D, ` (4.1) 
GD € Xlo) 2 dE@8 FI MAR B. [Xar 2 1} 是 某 一 具有 使 
0 =< X, 1 X 的 简单 函数 列 。 我 们 定 疼 鲜 的 积分 为 


| XCo)aP = lim | X,( waP, ` (4.2) 
e . neag Jo 
Gü) E Xw) E.— WAPIMA, RITEN X RRDA 
Í X(o)4P -Í X ea JdP -| X-(o)dP, (4.3) 
号 ü 8 
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其 中 ， 
XC a) = NUK xn) 
KTC) XC Xn o), (4.4) 
如 果 (4.3) Ai pA MEARAN, HHPR AC G 的 积分 
是 存在 的 (或 积分 有 意义 )。 WR HARAR RAIE Æ 
可 积 的 。 
读者 由 定义 4.1 及 简单 函数 的 人 狂 质 不 难得 到 非 负 简单 基数 励 。 
Y 的 积分 有 如 下 性 质 ; 


(a) 着 x 之 0, 则 | xap >> 0 

(a) e X > 0 B Y > 0, 则 
f (x + yap = | xap + | YaP. 
G G B 


进而 , 若 | XdP < +Ó 或 | YdP =< +, KX — Y 2 0, WJ 


Í (x — YP = | xap — | yap; 
g g f+] 
(>) #X > Y > 0, M 
| xa >f YdP, 
号 ü 
(8) # X >> 0 RW 3k c > 0, W 
| cXdP = c f XdP. 
g Fr] 
FEA 中 ,细心 的 读者 , 诅 然 会 提出 下 杆 问 题 ， 同一 简单 
藤 数 可 以 有 多 种 表现 形式 ,同一 非 负 可 测 遂 数 , 可 以 存在 很 多 个 非 
负 不 减 的 简单 函数 列 上 升 赵 于 它 . 是 否定 义 中 (4.1) 和 (4.27 不 


信赖 于 不 局 的 表现 形式 和 简单 函数 列 距 >? (4.2) 右 端 的 极限 是 码 
FENE? (0.3) 由 于 (4.4) 表现 是 唯一 的 , 因此 不 需 若 虑 )， 答案 


是 久 的 积分 什 |, XdP 是 唯一 确定 的 ,不 依赖 于 表现 形式 ， 下 面 引 
理 就 说 明 这 一 事实 ， | 
引 理 41 G) 若非 负 简单 函数 X Co) 可 表 为 
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X(C) 一 D, ak (o) — D bia Coya 
imj kmi 


则 > PCA) ~ 31 PBa). 

GD 80< X,1X Bo<Y,t X; 其 中 Xn > 1), {Yn 
"> 1) Efñst88pl, | Xdin > li| yapa > !} 
都 是 不 减 数 列 , 且 

lim | X,dP 一 lim | aP, 


证 G) I 214, = D B, — 9, RA 
. Fel k=1 
ef; — > AB, Bi —_ > A,B k, 


再 由 X(a) = > aX (a) 一 > bX lo) 可知， $ A.B, p 


时 ,存在 wE A; „Ba 则 有 X Çe) = a; — bis Bl] embi; M A.B. = 
+ 时 

P(A:B,) = PC) = 0, 
从 而 ,由 测度 的 加 性 有 


H 


2; a PCA,í) = > Bra, Bp = > BaP, Ba) 
= 3) D ABD = S SPB 
t=1 k=1 k=1 jml 


一 > APCE). 
k=1 


为 证 Gi), 根据 非 负 简单 函数 积分 的 性 质 (7), 即 可 导 得 两 个 
积分 列 的 不 减 性 ,从 而 极限 存在 ， 由 对 称 性 只 须 证 


lim | X dP Z> lim | Y dP 
n>a JQ k>a Jü 


RI HMS KRANER 
Em] XadP >| vap (G =l, 2, 3, -- +). (4.5) 
为 此 ,任意 男 定 《我 们 分 二 种 情形 证 明之 . 

WE PUY > 0) < +o, B 38 8 2 > 1 
#0=< Y < XE 0= X,lT X, KAEA s > 0 fis, £ > 1, 令 
Aa = (o: X.C) >> Y (m) — oN {ew Y Go) > 01. 

MH a — co Bj s = m, = miníY,(o): Yla) —0, wE} 有 
Ant {mr Yla) > 01, (4.6) 


Í X dP — | X, ¿ dP + Í Xak at #P 
a a a = 


>| Oam ox. aP = | va. eP 
— 6 | Xk dP 
Eri 
一 [eva — Xap dP — e 人 X, dP 
一 | YP 一 Í. YK as No 
— Í XandP 


= |. Y dP 一 MPA If {or Y o) => 01) 

一 sP( 4,22) (4.7) 
其 中 Mi 一 max Y aG), 因 Y+ 是 简单 函数 , 故 M, 必 是 有 限 数 。 由 
(4.6) 知 , 当 = 一 oo 时 

A ms Y Ca) > 011 2. 
再 利用 测度 的 上 连续 性 可 知 
PCAN Lo: Yake) > 0j 40 Ca — o), 

JA (4.7) 有 


lim Í XdP >= | YxdP 一 eP( :YY 村 co > 015, 
s>s JO a 


青 令 80, 即 得 (4.5) 成 立 ， 
WEZ j PUo: Ya > 0) = +0, $ 
m, = min Yaa) 
eE (o :Y a (ey>0: 


任 取 0 < e < m+, ÑI5SS T n, k > 1 8 
Í xp | (Y, — s), dP 
ü rj 


Z= (mx — a YPCA na) 
< n 一 co 由 测度 的 下 连续 性 及 《4.6) 有 


lim | XAP > (mx — e )P( (o: Yo) > 01) = +o, 
故 
lim í. X,dP = +o. 


LL 


所 以 《4.5) 成立， 证 完 . 


$42 积分 的 基本 性 质 


SHARAP, 我 们 都 对 某 一 国定 的 测度 空间 CO, ar， 
P) 来 讨论 ，| XIEX (O, er P) 可 测 且 积分 存在 ， 即 
| xrar < 二 ee 或 |, 于 -本 < 到 十 co。 然而 对 任意 46 .er 有 
0 < X*x, =< X* 

利用 非 负 简单 函数 积分 的 单调 性 (7)， 不 难得 到 

0 = |. XZ dP = | Xt jP, 
因此 我 们 可 由 | XaP 的 存在 性 , 导 得 积分 | Xx.P00284F8E 3k 
时 对 任意 4E er， $ 

pla) 一 |, XadP 一 j Xx qp. (4.8) 
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是 ,er LERROK oti), 

在 前 节 中 我 们 知道 对 非 负 简单 函数 的 积分 有 性 质 (a) 一 (3)， 
握 此 及 非 负 可 调 函 数 积分 的 定义 不 难 证 得 对 任意 非 负 可 测 函 数 的 
积分 亦 有 性 质 (c) 一 (8 成立， 进而 对 一 般 可 涯 函数 的 积分 有 如 
下 基本 性 质 : 

性 质 1 (绝对 连续 性 ) 35 | XaP 在 在 , 则 对 任意 46 .wr A 
PCA) 一 0 RE pCa) = 0. 

证 10 < XF X, (Xun 31 是 简单 函数 列 、 对 任何 简 
HER Y 一 > atas HF AACA ÉE PC A)=0 T4 PCA) = 


lli 一 1.2, - 5 n), ik 


Yap = | Y P 一 PCAA;} = 
Í ,YXad 之 PAA) 0, 


因此 j X£Z dP = O(n = 1,2,:.- Ym 08 EX Í X Xa {XXa 


n = 1} EE AA 3k: 2] E [XXa + 一 XtX,, [XK] 一 XXa. 
故 


| [XX，]J+ap 一 j. KitX dP = lim | Xžx dP = 0, 
Am 
p4) — Í XdP = | XX dP 一 Í [Xx ,]*aP 
A x g 


一 | [XXa dP = 0. 
9 


性 质 2( 保 序 性 ) 设 j XdP 及 Í Y aP 都 存在 


GD PX 2 0,ae. [Pl mj. XdP >> 0, C4.9) 
GD X DY, ae [P]; M Í, xS], yap, (4.10) 
GD # X = Y, ac [P], wj, xa = |. yap, (4.11) 
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HEX = 0,a, e. [P], wj XdP = 0. 
证 P A7= {aX Co) < 0).38 X 2 ac. [P], R| PCA) = 
0. 由 性 质 1 有 | (XP = 0, i 


f XaP = | XtaP 一 | X-d4P = Í XtdP 
ü 2 号 号 
一 | (一 xdP 一 | Xtap. 
4 g 


再 由 简单 函数 积分 的 性 质 (e) 及 (4.2) 知 |.xrap o, 从 而 
| xaP > 0, 即 (成立 , (i) 出 GO 及 对 称 性 得 到 。 下 证 GD: 我 
们 首先 证 明 若 六 衬 0,Y 220 B X 2 Y,a e [P] 有 (4.10) RY. 
庄 阐 单 函数 的 积分 世 质 (a) 一 (3) 及 (4.2)， 可 证 得 对 非 负 可 测 户 
数 亦 具 有 性 质 (a) 一 (8), 令 
N = (o:X (o) < Yoh ` 
HX Y,a e. [P], 所 以 PCN) — 0, 再 由 性 质 1 及 《8) 有 
| XdP 一 |, [XXN ]aP 一 |. [XXn + XXn ]dP 


一 | XXydP + | XXP = | X XyedP 
总 Er 2 
十 | XdP = | XXycdP, 
. N a 
gig 人 YaP = j. YXwadP, Ta 0 < YX = XXy wA OE 


|, YdP = J. YXydP < j XXP — |. XP, 
BH (4.10) RZ., WEEE KX > Y,a ce. [P] 有 (4.10) 成 空 ， 因 
X >> Y, ae. [P], H| X* 22 Y*, ac. [P] B X- < Y7, a. e. [P], 
m Xt = 0,Y+*Z 0. WAEA 
| xta > | Y+dP H. | x-a Í Y-dP， 
G g 9 g 
| XdP = | X+dP 一 | X-aP >| ytaáp — | Y-aPp 
B a 2 局 ù 
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-| YdP, 
. 总 
HES. 
性 质 3 CRIE) lj I. XaP, | yap, |. XadP 十 Í, Yab # 
ERAR). 
© a| Xdp ~ { aXdP, acR, (4.12) 
n E] Dp 


G l (X + Y)dP = j XdaP + j YaP, (4.13) 


证 “根据 非 负 可 测 函数 积分 的 性 质 (8) 和 (3), 可 证 得 对 任 
意 非 负 可 测 杖 数 X , Y 有 (4.12) 及 〈4.13) 成 立 , 因此 对 任意 4 
= 士 1 有 
| (ax + AYP = a| xap + | YaP 
ù ü 2 


(HFAA mA EAR. 
HAS MAE X. 了, 令 
A, = (o: X (w) = 0 E Ye) > 0); 
A: = {wm: XR(w) 0 H Yl < 0), 
A, = {wr Xle) = 0, YOm) 0, Xl + Yø) 
= 0], 
A, = {eo X a) 22 0, Y(o@) < 0, Xl) + Yle) 
< 01, I 
A, = {im Xa) < ü, Yw) > 0, Rm) + Yo) 
= 01, f 
Ae = Jø X (w) < 0, Yla) > 0, Xle) + Y( a) 
<0}. | 
显然 


(X + Y) = (X + Og] = x (Px) 


6 
+ Y (> Z) — Xka -= (XXa) + XZ 4, 


img 
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+ XZ, — (— XX...) 一 【一 下 Xe》 + YX, 
= (— YX, ) — (—YxX,) — (—YX A) 
+ Yxa, T 了 Xu。 
Ai Pa 8 LE Ek dF ta B , ae aE] Bu pR 3k p12y AR E PE PF 


Ko: + Y)4P = > | cx + YAP 一 > j. Xap 


+ > j. YdP 一 1 XdP 十 | Yar, 
a f oXdP — al foXtdP — J KU 2P] — JoaXdP. 
性 质 4 H È, XAP 存在 , 则 由 (4.8) 定义 的 p(4)，4 € .or 是 


可 加 的 ， 
证 设 A dii a EH. A.A; = +, BEA 3 8 


pldi + A) = | Xaa dP 一 | Xx, dP + í. Xx, P 
= pA) + pA). 
性 质 5( 可 积 性 ) E Xx ERRAR, N 
G) RaR S> X| 可 积 一 > 六，a.e. 有 限 ， 
GD 车 了 可 积 且 |X| < Ysa. c. 则 X 可 积 ， 


r 


证 G AxER | XtdP < +oo 
<| IX 12P = |, XtaP + Í xap < +° 
<> |X| 可 积 

用 反 证 法 可 得 (i 的 后 一 结论 . 

Gü) 可 由 保 序 性 的 (4.10) 得 到 . 

性质 ij x FE] ps, 

j .xi = 0=> X = 0,a. z. PA = 0, À € .w, 

证 因为 对 任意 AE .er 有 
IXxal = [Xka |X|, 
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因此 ,对 任意 4€ .ex 有 
[人 = || xzaar| =< Í. [wx lap < [| 1x1aP. 


所 以 车 | IXIA 一 0, 则 @(4) = 0,47. 


RZ.: © gp(4) = 0, AE’ E 
AT — {wX a 2 01, A7 = [o : X( 6) < 0]. 
由 XX 的 可 测 性 知 At, ATE wr， 从 而 
Í Xtg2P 一 | XX atdP = [ | X dP = p At} = 0, 
G Ü n. i 


Í xæ = | Xx ap = | _XdP = p( A7) = 0, 
R R A 
# | 1xlap 一 | X+dP rÍ X-dP — 0， 这 就 证 明了 
: 号 G 
| IX aP -0<>9C =, 46 Z, 


EX=0 acs 则 |X| =0a co HER 2 SH 人 xle = 


Ñ, KZ, 3 x = 0. a. e RIRI a MÌ 
Plia: |X CH > 0)) = PHX e še 01) > 0, 
SE AK H n — co h) 


p({o: 2C] > 11 tPCLa: lX > 0)). 
故 存 在 一 个 ms 使 得 
P (fe: XG) > 1j) >o 
MT 4, — [e: XC) 守土] 有 
. fto 
{xlap > | lx 1x8P > FPCA) >o. 
这 就 证 明了 
fxlep = 0 X = 0,3a. e. [P]. 
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843 积分 号 与 极限 号 的 交换 


据 第 三 章 所 述 ,“ 极 限 ” 的 意义 对 可 测 荡 数列 而 言 上 多 种 多 样 ， 
在 那里 我 们 新 引进 了 几乎 处 处 收 就 、 测 度 收 化 和 分 布 收 化 等 三 种 
“极限 ”概念 ， 在 本 章 最 后 一 节 我 们 还 将 引进 另 一 种 “级 限 ” 竹 念 
一 -一 平均 收 敏 . 在 许多 具体 场 台 ,经 常 帮 到 积分 号 与 “家 限 ”号 的 
变换 问题 .一 般 说 来 , 正如 我 们 在 数学 分 析 中 所 知 ， 它们 之 闻 是 
不 一 定 可 以 交换 的 。 试问 在 什么 条 件 下 , 才能 保证 它们 是 可 交换 
RIME? 本 池 讨 论 几 乎 处 处 收效 和 测度 收 黎 酚 种 "极限 "意义 下 极限 
号 与 积分 号 变换 的 条 件 , 它 们 概括 在 下 面 的 儿 个 定 运 中 , 望 读者 热 
Wz. 

以 下 提 到 的 X, Y, RARU Xn Y, FWE — EE M 
度 空 间 (8, .er ，P) 上 的 可 测 消 数 ,而 不 再 另 加 申述 了 . 

从 (4.2) 可 见 ， 对 非 贷 不 减 简单 函数 列 Yn 之 11, 在 处 处 
GRABAR S TE 


f xap = Í lm X „dP = im | XadP a (4.14 
a @ nas n>n JQ 


亦 即 “极限 "号 与 积分 号 是 可 交换 的 .试问 是 否 可 把 非 久 不 减 简单 

函数 列 推广 到 任意 非 负 不 减 可 测 户 数列 ， 并 且 将 处 处 收 语 推广 到 

几乎 处 姓 收 效 的 “极限 ” 审 义 ,(4.14) PRLu? 答案 是 肯定 的 . 
定理 4i《 单 调 收敛 定理 ) {Xea 22 11 JU S £h CA a. e 


IPD 是 非 负 不 减 的 可 测 函 数列 ， 若 X, x m x, X, l 
Í. XdP — lim | XudP. (4.14) 


E G) BARR 0 =< X, tX kibi. hT MRR 
定理 知 ， 对 每 个 n(n 一 1,2,3,...) FEA RERAN Xn: 
k lj 使 得 处 处 有 0 < Xa t X, G& — co), 令 f 

Y, = As 
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Y; = MAX IX; Xalo 


Ya = max [Xs Xano ttt’ Xue 


易 证 0 S Y, 1 G — so) E. Y, ARRAY. 下 证 {Yek > 1) E 
有 具有 性质 : 
s< Y tX (¿— oo), (4.15) 


lim ,| YdP 一 Jim 人 XaPs (4.16) 


L 


FR b AEE nS A 
Xnr = Yy E Xy 


所 以 
X, = lm X,, < lim Y, < lim XÍ, = X, (4.17) 
| Xap < | yur < | X, aP, (4.18) 
la a a 


XF (417) $ n — oo 得 (4.15) 成 立 ， 对 (4.18) 令 £ — ço 再 图 
C4.14) 得 
í. X,2P = f lim X, dP = lim Í. X, dP 


= lim Í Y | dP <š lim | XaP, 
kea JQ k—< Jo ` 


BẸ n> co 49 (4.16) 成 立 。 直 (4.14) (4.15), (4.16) 得 


| lim Xd -| lm Y, 2P = lim | Y. ZP 
2 k>a +a lQ 


Ü nes 


= lim | X,gP, 
° 


六 中 二 


下 (4.14) 成 立 ， 
Gi) 着 0=< X,Í X ae 成 立 , 令 
N, m {0X Ca) < 01, Ñ — (o: X,Go) XCw) 不 成 立 》， 


Ci 


N = UJ v, UÑ, 


Hl 


* 103 


TAR, P(N.) = 0(n 22 1), P(N) = 0. 从 而 PON) = 0 B 0 < 
1 x 对 一 切 we N° 成 立 ， 由 积分 性 质 1, 性 质 4 及 证 明 的 Ci) N. 


| 
- im |, Xap, 
EH (4.14) RE. 

下 证 x, — x 的 情形 。 由 于 (4.14) 右 端 是 数列 的 极限 问题 ， 
因而 (4.14) 等 价 于 对 任意 于 列 { XP >) 部 存在 一 个 子 
+ || x. 2Po > 由 使 得 

| j. XAdP 一 lim | x., aP. 


根据 定理 39, 由 X, X 可 导 得 X,, — X (k — co), 进 而 导 得 
存在 一 个 子 子 列 X, > > 1} 使 得 


故 由 前 证 知 


所 以 (4.14) 成 立 。 证 完 ， 
#1 设 了 可 测 且 了。 22 0,.a.e, (z > L), M 
Í x Y. dp 一 > [ Y dP, (4.19) 
"9 kzl k=, "9 . 
WE £ X, — Dy 显然 , < x, SS yi a, %. 由 定理 
R=1 k=1 
ERDER A FARM | 
| S'yap ~ lim ` |, XudP 一 lim > f YadP 


kal 
_ s | Y aP. 


k=1 


证 完 ， 
RZ IX 0, a.e. BEXAR, {4,:n > 1) EC 3 2z BJ 
可 测 集 列 且 之,， 4。 =a. 则 


Í. XdP 一 人， j. Xap, 


m=1 


证 白人 4, 一 上 可 得 


n=l 


1 = šola) = Te, (a) = > Xalo 


国 此 对 任意 Yle) 有 

Y(r) = > Y(c)X a, o). 

H Ye) = Xlo) Z 0, a.e. RT, REA 1 即 得 
Í, XdP = l. > RX eo)aPp 

= > |, XXa dP — > f, 


# X =I. I To = X*( n) = D. Wif 
|, X*gp — 5) | 


m=1 


XP, 


X*gP < 十 ce。 
L.I . 


A 


故 
J XaP -Í XtaP -Í X-d4P 
Q pui 号 


sp 


一 > | — xp — 六 [ xe. 


引 理 42 《法 图 - 勒 贝 格 引 理 》 i| XdP 存在 (4 1, 2, 


.1Ü5 = 


3,---). 
G) X >Y, a. e, (n= 1, 2, 3e) B y 可 积 ， 则 


Í im xzP 存 在 且 


í. lim X,gP =< tim | X.aP. (4.20) 


ea] p nae 


(u) EX SZ, a. e. (s = 1, 2, 3...) HZS, J 
| w X. dP FEH. 
Tm | x,ap < | Tm X,aP, (4.21) 
nm Ja Ë ora 
HE, iE G) eY, — nf (X, — Y), H X, > Y, a. e. S, 


0 SY, fta e. (a — oo) H Y, < X, — Y. mA Y BUDI EE 
知 了 ,a.e. 有 限 , 对 于 有 限 的 了 值 有 
lim Y, = lim inf {Xa — Y} ~ im (x, — Y} 


一 imX,— Y. 


Bh YEAR | lm yuaP 的 存在 性 知 ,| m XwdP 存在 ,又 
根据 定理 4.! 还 有 
| lim XsdP 一 | Yap = j. tm (X, 一 了 )dP 


- Í lim Y ,aP == lim Í Y „dP 
Ü nen neu lg 

=< lm Í (x, 一 了 yd 
moea A 


= lim | X,dP 一 | Y dP, 
sx +9 o 


m 


再 由 | Yap 有 限 ,从 而 知 (4.20) RE. 
(ü) 证 ， < X. = —X,, Y = —Z., WX, > Y,a e, (nm 
1, 2,……) 且 Y 可 积 ;由 (4.20) 及 上 ,下 极限 的 性 质 有 


"106 = 


Ta | XadP 一 一 äm Í xP < — | um xP 
m-e J maa ten 


~—| [—Em x,1ap = | Jim X „dP, 
e te = ter 
EH (4.21) 成 立 ， 证 完 . 


R (Qi) 对 任意 可 测 集 列 {4r 之 1 有 
P(lim 4,) < imPC4o)， (4.22) 


Gi) # P #25, Wl 
pllim 4,) > Em PCA,). (4.23) 


证 H 12, 20 X aaa = Him X, MX up, = lim- 
u=" " ks tæn F 


Hare 


Xa BY = 0, Z= 1, H (4.20) 48 (4.22), tH 2D 得 (4.23). 
证 完 . 
定理 4.2《 榨 制 收 证 定理 ) IX, | S Ysa es (n = 1,2,3, 
eeo MYHRE X A, RX, — = X , Ml 
Í XdP = iim | XdP, (4.24) 
ü mn j ü _ 
证 UE x, x, BW. D X, < Y, a. RYTM. 


Ë — Y =< X, < Y a, e(n = 1,2,3,4 —Y, Y R. E 
引 理 4.2 知 


| XdP 一 | im X,dP =< lim | X,dP 
Ja 0 Fas Fos J2 
=< Em | XdP = | Tm X,dP 一 | XaP, 
are J O Ü ner 2 


所 以 《4.24) 成 立 。 次 证 X- 一 和 的 和 情形， 由 于 (4.24) 是 一 个 数 
列 的 收 敏 问题 。 因此 (4.24) 等 价 于 对 任意 于 列 {n4} 都 存在 一 个 
子 列 {4,] 使 得 


| XdP 一 lm 上 Kag Pe (4.25) 
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为 证 (4.25), 由 第 三 章 定理 3.9 (Riez 定理 ) 知 ;由 X, = X (k — 
co), 必 存 在 一 个 于 列 {nl 使 得 Xw TX, (roo). WEB 


一 情形 所 证 有 (4.25) RE. WE. 
AIARRA) HWE PAR, |Xa| < z < -roos a. 


¿G> D 8 X. 2 X k X, X, M| (4.24) 成 立 ， 其 中 上 是 
常数 


IE & y = c, 由 ?的 有 穷人 性 有 
j YdP = cP(Q) < +0. 


故 知 Y 可 积 , 由 定理 即 得 系 1 pR AZ, 
系 2 W JX] =< 了 ，a.e. 对 të (t — 8, 0 十 3 都 成 立 且 了 


TRAH > nij, X, 2 x g X, — x, Nl 
tim | xap = | x.aP, 
ç E 


rtg 


其 中 常数 > 0. | 

证 RAO =] Xa, 由 Y 的 可 积 性 及 1X:| < Y, a. e. 知 
xX, 可 积 ; 即 K) 是 (5 — 6, n + 扩 上 实 通 数 ， 对 于 任意 子 列 1 一 
n (n — oo), HH X, Z x, sü x, —= x, Q r— n) TR Xa — 
XX. -号 X>). 因而 存在 一 个 子 列 {hn > 1YCUS:n 
> 1), /,— to (n —* eo) 使 得 Xs 一 Xa(n — 00), 根据 定理 可 得 


Hm (4) = Hm | X, ap 一 |, xuap — IGO). 
于 是 根据 实 函数 的 性 质 有 
m fG) = (t) 
RIA 2 RX. 
3 设 [2s] 之 Ya c, HH i = h t€ (a — 8, 
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to ORL ËY IRA Z t: 一 六 处 ,ae 存在 ; 则 


(g). T h 2 


其 中 常数 和 > 0, 
证 G) = j. X,dP, 
rO — Oa 一 f (z — x.) dP, 
z G 


-一 看 £ — hy 


由 |x, ža] =< Y. a.c. E Y fE, We gO 在 ! S= zs z € (z, — 


£ — m 


5, x + 5) 内 是 有 限 实 函数 ， 因 为 全 在: = niba e 存在 , 即 


Frtth i — to 


(ax, 1 ` 
是 | 人 ae S Y. a s> 所 以 


z(a) ~ j X ap 
有 限 ， 仿 系 2 的 证 法 可 得 jm gz = pnh A 


(=f XP) = jim gl) = g(t0) 
dt Jo ttn seo 


RIR 3 成 立 ， 证 完 . 
关于 控制 收效 定理 的 用 法 ,举例 如 下 . 


PiL TS jle) = { = cosuxar, AR imu) =, 因为 对 
HE r > 0, rle <  GR- UM 90), dir 


le Yrxcosar| =< |æ] = = z" *(]z|e ") =S ce, a € R 
ii | ¿ez < +e, BH ce 对 LO, oo) LAOR DURSUN ZE 
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积 , 利 用 控制 收 敏 定理 系 2 可 得 


Oh 
lim flu) = lim j re cosuxdr = | lim xe ?* cosuzdz 
w Ü a= rd 0 H> 


— |- xë Ty = 1 
4 


A2 RÈ lim > LA ER 一 9， 令 


mat 和 Et 2" 十 名 
Q= (1,2,3,-..] ur 一 S2) (O 的 一 友子 集 类 ), 
P(A) = 4 中 所 含 点 的 个 数 ， 


Xlo) = r Yla) = 站 o € Q. 


ER, XCD < YC) SP o € Q É £ Z 0 pky7Z R. 
s 
| YP = D 5 = L 


lim X Co) = lim E2 一 工 一 Y(o)。 
at Co) tt 22 二 让 z" ( 


利用 系 2 可 得 


lim sos = im | X,Co)aP 
tot act 2 + £t J Ë 


_ | YC)ap = 1. 


B3 WOE# x,— x HPC) < ++, Hl 
lim | sin X, dP. = |, sin X ëP._ 


证 & Y, sin X,, Y — sin X. AX X, X, 则 对 任意 于 
m! {Xok => ij}; 都 存在 子 列 TEn, r = l}; 使 得 妆 p —= oo 时 


a.e 
Xs. x 


HH sinr HAH =E] 48 
Yr = sin (Xn, ) > sin X = Y, 


mY, < 1(# > 1), JS ARSENA 
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Jim | Yor dP = | YdP, 
u i r u 

因而 
lim | Y,dP = Í YaP. 
| 加 


为 了 缸 究 在 分 布 轨 倒 意义 于 ,极限 号 与 积分 号 的 交 摘 问题 , 必 
需 引进 勒 员 格 -斯 带 阶 舱 分 的 概念 及 其 有 关 的 一 些 重 要 性 质 。 


844 L-S 积分 及 积分 转化 定理 


设 fx) 是 定义 在 有 有 限 的 右 闲 左 开 区 间 (a aI 上 的 有 限 前 数 ， 
Fa) 是 分 布 函数 ， 黎 曼 机 分 的 一 个 最 重要 的 推广 是 所 谓 黎 颇 - 斯 
蒂 阶 积分 ,简称 R-S 积分 。 

定义 42 (i) EH G, b] RJ PR pan 2: 

a= + =< x =<. r = b 
及 任意 搬入 点 
Er € (xa YA C = 0, s 27 一 1 
fE “R-S 和 和 ” 


t=} 


DCED F(R xul. (4.26) 
k=0 


当 分 割 Z 的 最 大 分 点 距离 mar Geen — zk) 趋 问 零 时 。(4.26) 


的 极限 存在 , 且 其 极限 值 不 依赖 于 分 割 多 及 其 揪 人 点 ， 则 我 们 称 
f(x) 对 F(x) 的 RS 积分 在 ta,5] 上 存在 ,并 以 


(R-S) | PDAP) 


T (u, 


表 此 极限 值 . 


Gi) 车 对 任意 一 oo < a < š < +o, (R-S) f, KOLO 
FE HE ， 


lim (R-S) Í fx) dF Cw) 
izte igh] 
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存在 ,以 CR-S) [far 或 CR-S) í JG G) E Dk R EE 
E. HEIGO) EREN F) 的 R-S 积分 是 存在 的 ， 其 中 R = 
(—o° 5 +œ). 

FErz wa a a] = Flirta) — Fira). 

帮 员 格 积分 的 一 个 重要 推广 是 蔓 风格 -斯 蒂 阶 积分 , 简称 L-S 
积分 ， 不 难 证 明 ， 我 们 在 实 变 函数 论 外 中 所 学 的 勒 贝 格 积 分 的 定 
义 是 与 下 述 定义 等 价 的 ， 即 若 f(x) 对 勒 贝 格 测度 空间 (RSe ,u) 
是 可 测 的 ,并且 积分 存在 ， 则 我 们 称 fCw) 在 RR 上 的 勒 风 格 积 分 存 
E. 其 中 s 表 工 可 测 集 类 ， 2L. 自然 关于 L-S 积分 可 
作 如 下 定义 ， 

设 F (e) 是 给 定 的 分 布 函数 ,mr 是 它 对 应 的 L-$ 测度 ， 叫 ,， 
AS SSS B 对 wr 的 完 爹 化 ，1(x) 是 定义 在 RR 上 的 明 数 《可 
BU“ + oo” Ë), 

EEI (D EFO 对 测度 空间 (R . 36 ar TN HER 


| 1de 存在 ,我 们 把 | Kedar 称 为 Ks) ERR E Bb L-s 
积分 ,以 


(L-s) | JFG) 
记 之 、 亦 即 
(CC-s) | IDAR (E) = | ddan, 
GD 对 有 限 区 间 Ca, bp] E f(x) 的 L-5 积分 定义 为 
OROLI 


并 以 (-s)Í IOPE) 记 之 ， 


ig 


318 43 Æo 在 闭 区 间 [a , ó] (—co < a = ë < + co) 
上 连续 , 则 1 | 


C25)) ADAFE) = GR-s)| IAP) (4.27) 


Cap 


等 式 两 端 都 存在 且 有 限 ， 


ks 一 1 


证 O) 一 > EP Heh (2) 


其 中 Pk = 0, 1s 20t t ka) E EP — 0s 1,22... k, — 1) È 
任意 满足 


Em max Gih — ax) == Ü 
se 0k Ski. 


的 分 割 列 ' 
Ja = xt” < <) < zj < - + < x, = n 2 1} 
及 任意 插 人 的 点 列 
(Em, Ss g): xy < sp =< sfs 
k"t, 1.--. K. — lsn => 1). 
由 f(x) 在 [a , 6] 上 的 连续 性 ,存在 一 个 对 > 0, 使 得 对 一 切 
z€ (a, b] E n 22 1 8 YOSE M , Ai hO EM EA 
lim fa Cæ) = Ka), 


HARKER L-$ 积 分 的 定义 可 得 


lim > EEDE Cx, rih] 


一 im | nder 


= | fix)dar = (L-5) í fs dF (z), 
teh] ta,b] 
R. 
| KOA < Mala, b]) = M F(a, b] < +9, 
再 根据 定义 4.2 AI IT, FC) 在 (ay b) 上 对 FC) 89 R-S 积分 
(R-S) a Haa F) 
APELAR HE 


lim = 大 二 加) 下 人 各 7 全] = (R-s2 f (xd Fx) 
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# 
(L-8) |, IAF) = R-S) | PAFO) 


ta (a 
BAER. VES. 
R IG) 在 数 集 R 上 连续 且 (L-s) |” IOR) 有 限 ， 
则 CR-S)) OHF 有 限 且 
(R-S) | IAE) — (L-8) |” ADAF (4:28) 
证 . rh (L-8) |” SOIF) — | Kedr 有 限 及 积分 的 性 
Ht 5 知 
aD ST OEO = | IGO, < +e. 
又 因 对 一 切 一 % < a < p < +% A 


FK Ce) | = Hlo 
且 lm fC) Xiao) = jir). 


bate 


利用 控制 收 笋 定理 系 2 及 引 理 4.3 有 


(L-8) | AOAR) 一 ca-s) | EOLO) 


一 | Em frondpe = lim | Xn) doe 
Rd triga 


kar 


a-e z < 


= Hm GL-s) Í ild FC) 一 lim (R-S) 
bta 4l bota 


.| IOAR) = (R-S) T OEG. 


证 完 


系 中 人 条件 L-5 积 分 的 可 积 性 不 能 去 控 。 皮 例如 下 。 
Elt HAEE rE R, F) = x, R. 
sin 

7 ç * 
l, x = 0. 


， x >° Ü, 


* 114 `x 


由 数学 分 析 中 所 证 (R) |” f(s)dx 存在 且 有 限 ,但 
(L) [TIO lar = 200 |” CO) ldz 


| (2n+ll= 


sinr 
x 


dx 


ax] 


| sing] de 
x 


LPE ar SEd sin x 


x 


+ af 


stiz 


| =? > [UNO 


nan Ine 


人 | sin z ] dx 


= (n SIE] x | 


+ (R) 


>D |r t Gt 


1 


SKET 
改 由 积分 性 质 5 知 (L) | “Ke)4F(e) 不 可 积 . 
下 面 引进 一 个 在 福 率 论 方面 起 着 重要 作用 的 ， 把 一 般 抽象 空 
间 的 积分 转化 为 比较 具体 的 ,易于 研究 的 (L-S) 积分 的 转化 定理 ， 
定理 4.3 《积分 转化 定理 ) 设 (0, .sr,P) 是 有 穷 测度 空 
l], Xo) 是 其 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 允 任 意 玻 莱 尔 可 测 
函数 gCz) 部 有 


j exCoD)ap = (L-5) | garxe), — (429) 
等 式 两 端 一 个 存在 , 另 一 个 也 存在 且 二 者 相等 ， 
证 (i) 首先 假定 (4.29) 右 端 积分 (L-S) | edF) 存 


在 且 有 限 ， 我 们 利用 s- 系 方 法 来 证 明令 
Er 一 feel:gfz) 满足 (4.29) B. 


(LS) zG04FxG) 有 限 })， 
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s“ — (gG): gG) të (L-s) | zGO2F, GO 有 限 }， 


S 一 {g(x) :g(x) 是 该 菜 尔 可 测 函 数 )， 
E = fla, b]: — co =< a =< b < + >o], 
DA, F 是 z 38 E. Së” JE: o(') 可 测 函 数 全 体 ，s 是 加 减 系 ”. 
THRE J s# 系 . 
CL.) APR +o, B Xa e ARE M, ATA 
Felt) = P( Q) < +, 
对 gz) = 1 A 


| eX CoP = | tap — PCa) — Fx( +00) 


一 (L-S) |, IFC 


一 (L-s) | gF) <+, 


Wk e(z) = 16 2, 
(S) REHA: ias 站 是 澡 数 ， &a g € EE, 即 


(L-5) | z/GD)4F. (a) 
有 限 ， 且 
| CxCayyap — G.-s) | eA F G — 1,2). 
因而 
(L-S) | Lagi) + pee) ld Pala) 
# ER, PAARD RR EE n 
人 regiCx(o)) + Bgx XCe0)) 1dP 


> a | gxXCo))dP + g È eXCa))ap 
— a (L-9) | ed Fx) 


+ g Gs) | aCe)dF x(s) 


"lS 


= (L-S)| lage) + 8nG0)12F<G0), 


W og, + Pgs 2, 
CLO 单调 极限 封闭 性 0S g, teln o), {gn 2211 


— 2 B z s, BB (L-s) | s(c)4FCz) 有 限 ; 若 glx) 有 界 , 必 可 


HEN (1-9) | g(x)dFx(x)》 有 限 ， 对 g, 的 (4.29) 两 端 分 别 用 单调 
KERSE EBAI z PEE (4.29), MT g ELE. 
C BREC: EB Ca, 5] € € , 5 g(z) = Kuni) 时 
有 
(L-s) [| kias )a Pxls) — zs (CG, 61) 
. = Fx(a, b] < +00, 
j Xa X Co) dP 一 |, X. xt ee map 
= P(1o: z < X(w) < p) | 
= Pw: X Ca) SAP Poi X o) < a) 
一 Ex — Fxta) = Fx(a, b]. 
ik 
(L-8) È Xena Fx) — | Ria X Ca) aP 
_ 一 Fyle, b] < +0, 
所 以 RD EE. WCR. 
综 上 所 述 , 利用 第 三 章 定理 35, BIA n se Cr , IA 
对 任意 使 得 (L-S) | COF (a) 有 限 的 波 莱 尔 可 测 孙 数 gx) 部 
有 (4.29) 成 立 . 
Gi) (4.29) 右 端 积分 存在 但 为 “oo" 值 。 不 妨 设 
(L-S)| g(x)aFx(#) = 十 2o， 
则 l 


(L-3) | °) Fx) = +00, 


e 117 = 


CL-S) | GdF) < +%, 
H (证 , 知 
| .sr-CxCo))ap — | Ona GD, 
令 si (a) = gt(az)Xu,i(gt(z)), 显 热 0 < zr i zt, 而 
{ zz2GD4F, (G) < nFx(+00) ~ sp(0) < +o0. 
由 G) 证 知 对 每 个 寻 《4.29) 都 成 立 Go > 1)， 由 单调 收 化 定理 知 
8+ 也 满足 (4.29), BI 
AEO = | G02F G) — +e, 


f eaP — | CADA 一 人 CCo))ap 


= +% = (L — 5) OLOF 


即 (4.29) 成 立 ， 
例 5 fOe) 和 q(x) RERER LEZA., 并且 对 尾音 
r€ R. p) 2 0, > 


F (x) = F. pla Ydn, 
则 P (e) RERA ER ELN (L) -f(xypCx)dr 可 积 时 有 
(L-s)| HOF) = (L) | 16) pa 


= (R> KOLONI 
HE 对 任意 有 限 区 人 间 (a, 5], 按 引 理 4.3 


kar! 


(L-9) | TAF Ce) = im D GPP) — F)] 
a n° 0 


kpt 


= lim J FEP GE — x 
n= gmg 
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= (L) |, f(s) pear 


= (R) 人， flr)pts)adr, 
其 中 


a 
F(R) — Fle) -f pd = PnH, — zÉ) 


是 根据 积分 中 值 定理 得 到 的 , 99 是 eP th) 中 基 一 点 ， 在 上 
式 中 令 a — —°e°9 , b — 十 co 即 得 . 


lm 
例 6 j F) he cumte, Md 


j ra F (x) 一 Jz i ke" ke-m'a = m. 


例 ? ik A, = Io: X(t) 二 za} RRD, 3 í S= j Bd r; 3 ris 
并 且 S) 4, = 9 m PCO) < +c. 试 求 | dF 一 ? 


利用 积分 转化 定理 可 得 
Í x? F x (x) == Í X2dP = | 0 NiaPp 
R 后 Za 
= > fa X’dP 一 > PCA). 


特别 , 设 PO = -Era = AS D W 


; _ 1 Y. k: -5 A3 1 
Í. d F x (x) > (+) J+ > 2*+i ; 


2 
例 8 Vk —oo < x, < x, < `+ + < tp- < x, < +o, 
0, >< xs 


Å 

F (x) = >` ps Aa = x < Fkh (k = 1.2,: — 1), 
i=l 
i, x Rn? 


=1ł19.+ 


JH p, 2 0 (š =1,2,-., Dp; 一 1, 试 求 
imt 


POORE: 
我 们 用 二 种 方 苇 来 解 : 
(D 利用 积分 的 可 加 性 及 
R = (—°oo,, x,) + Íz,) 十 (os 的) + {fx} + (x; m) 
十 -十 和 wat} H Cta za) 十 [ra 十 ce) 
易 证 , 若 F(x) ERAAI., WAE EKA EAEN glr), E 
积分 值 均 为 0 B 


| HFG) _ |... g(x)d F (z) + | 8G04FG() 


= í: 


+ --. + gia Fi) + Í a g(s)dg F(a) 


|a (zh 

teet | EdF) 一 > je, s(x)aF ks) 
一 > ex){ FC) — F(z — 0)] 

k=1 


= $ gpr 
kzi 


(H) 利用 对 任意 分 布 函数 F. 必 存 在 一 个 测度 空间 (@， .sw ， 
P) 及 其 上 的 ae AREMAN X, E F 一 Fx, 这 时 XX 必 有 
PiX (o) = xj) = pes A= 1.2... "sn, 
根据 积分 转化 定理 亦 有 


| edF C) = | edF) ~ | eX 


-5 | g(X lo) Nap 


k= dK 


= D) gr) pk 
RTL 
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845 积分 序列 的 收 化 定理 


在 第 三 节 中 ,我 们 研究 了 在 Xe y, sQ XX MRa F 
的 “极限 ”号 与 积分 号 可 以 交换 的 条 件 。 读者 自然 会 想到 , 我 们 沁 
“ 收 笋 "意义 减弱 为 XXX， 那么 "极限 ”号 与 积分 号 可 以 交换 的 
条 件 叉 是 什么 呢 ? 由 第 四 节 的 职 分 转化 定理 ,把 我 们 的 问题 转化 
为 厂 究 X. LX SIE Fea e Fe R FeFe 意义 下 H s> 
co 时 : 

| xdE x, (2) 一 [ X dP -> Í xap = | xd F x (y 
R -9 2 k 

HRE EREE: W IF K FO > 1)} ESRARI 


g(x) ER PERRA, RIIERR, 4 Fa F 或 者 F,—= Fii, 
积分 序列 当 ”一 oo 时 


j grd F, (z) 一 | ER) (4.30) 


成 立 的 条 性 . 
引 理 4.4 《 海 来 - 布 勒 引 埋 》 设 CCF) 是 分 布 说 数 的 连续 


ARA a, bE CC) R. gG) E las bI LES, Mi F,—= F Ni 


a — œ 时 


| gr)dF Ce) 一 | g(r)aF (=), (4.31) 


证 由 g(x) EARE La, 2] 的 连续 性 及 引 理 4.3 31, CR-S) 
积分 与 (L-5) RHF LST ARR. 故 对 任意 分 割 
Doat E8 L A L r — b, 
其 中 
A 


{rnk = 0, ttt, CCF) 


lim amnx eku | zg) = 0, 
Mat akik, `L 


ka 1 


令 Ex (%) k > (ETE t) (w). x € (z, ble 
则 


J. k) gG (=) 一 ju, FESTENE] 


=< | p EO 一 多 (de 


ta 


< max [E — gall, dE 


PLET 
== max |E) 一 gaCx) | LEFKE) 

— F,(a)]. (4.322 
显然 , "4 m — oo RF, A + € (a, p] 一 致 地 有 gele) -> g€), 3F 
Rp 

lim max lan — g(z)| = 0. 


mia Q C K b 


将 此 代入 (432), 则 得 当 # 一 oo ,而 后 加 一 oo 时 有 
|, SAE) 一 人 ssGD4F,GO) 
= (e 5] (a, 5] 


— Ü 


ÉH EAF É {aghk = 0, 1;-… 8 YC C(F) 可 得 


kml 


lim (gaaF Ce) 一 im Dy gORDUE kh) 
Fa — dr sj —= t=0 
kait 
一 FPI = D RLE Ea) — F GP) 
ktaj 


一 1 Em CX)dF (x), 
IREN n — co 时 有 
|. 51 En IdF CE) 一 |a. gl)aF Ca) — 0, 


x 
Hm | gal)aF Ce) 一 人 zG22F GD 


mea A, 


可 由 ga) 一 glr) Cm == oo ) RA TAE ma. JFEB, 5 
m — o kjg 
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I EnC) d F (x) _ |, gE) 0 
综 上 所 述 ,并 利 许 不 等 式 
IEO AORO OOE 
Uer b| Jin b! 1 2 ta. 5: 


-Í S ga(z)2F,(z) 1 + | ga) F Cx) 
im Èl tz hl 


T fon mx)dF C) + uu pa (x) d F (x) 


_ j. g(r)dF tx) | 。 


先 令 n — oo ,而 后 再 令 — co 则 不 等 式 右 端 趋 于 零 ， 故 不 等 
式 左 端 也 趋 于 零 , 即 


lm | zGO42F.G9 — | pC)d PC). 


证 完 . 


对 于 (4.30) 的 情形 。 根 据 不 等 式 : 


_ |... gF) + P, ROLLO, 


_ Í, EdF C) |. (4.33) 


类 位 引 理 4.4 的 证 有 明 票 使 (4.30) 成 立 ， 只 须要 加 适当 条 忻 使 
得 当 w 一 co; 而 后 4a 一 一 00， p— +o B. (a, ECC) Hi, 
(4.33) 布 庙 三 项 都 趋 于 有 零 即 可 ， 下 面 的 定理 条 件 都 是 来 保证 这 点 
的 ， 

EX 44 设 g(x) ERRIA, {Fa 之 二 是 分 布 国 
数列 ， 如 果 对 任 给 8 > 0， 都 存在 二 个 数 a, b 《不 依赖 于 # 2 1) 
a < b, 使 得 
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a-s) | oo SOMERE) < e, G = 1,21»), (4.34) 


R- 
则 称 gC) 对 {Fain 2 11 是 一 致 可 积 的 . 

定理 44 (HR-a Er. {F Fi, Fo e)a 
TEAS. Ar) 在 数 集 民 上 连续 县 lim g(x) = 0 i {Fen Z 


Rn 21 <€ R) ARH F,- F, WJ C430 成 立 ). 
证 FH IF, > 41 的 一 至 有 界 性 得 知 , 存在 一 个 数 M > 0, 
使 得 


[Pt < M < +o, r€ R, n 2: 1 


而 FF AA I FGD1<M ,再 由 g(x) 在 R 上 连续 及 im gl) 


一 0 知 ,| zG02F0 及 | gF) G > 1) 都 有 限 ( 即 可 积 ) 
且 


max (eiD | — 0 Ca — —co, b — + eo), 
至 是 (区 


故 
TEO ROOL 


< Úm fm max |g(x) |i dF ,Cx) 
= EF {xë ta 


开赴 一 中 Wu 


从 而 得 到 (4.33) 中 第 一 项 趋向 于 零 ， 网 样 可 证 当 e~* 一 22， 
ó — + co bF, (4.33) 中 第 三 项 也 趋向 于 零 ， 
再 由 引 理 4.4。 对 a, YC C(F), 55% n— o BJ (4.33) 市 
第 二 项 趋向 于 零 . 

H LATIB, SG n— 的 ， 而 后 再 令 a 一 一 如 ，5 一 十 o RB. 
fa, ICCC) 由 不 等 式 (4.33) 得 到 (4.30) 成 立 ， 证 完 . 

定理 4.5 ( 海 来 - 布 勒 定理 ) it {F, Fp Fote) EDTA 


A A g(x) ERER LEKHA N, FF 对 +E R TN H F.,— F, 


1 


JU (4.30) 成 立 ， 
证 Alola Ho, r€ R: AFERE F, — FER 


以 对 充分 大 的 a，F。 有 界 ,从 而 | EAF 及 | edF) 有 
限 ,由 F, F 知 | 当 # — o Pf 
]var F, — var F| — 0 
并 用 对 任意 [as yC C( F) 还 有 
Falas b} — Fla, b] — 0, 
再 出 让 有 界 知 varF = +o, AME a — — o, 5 — + co E 
|F(a, b] — var F| — 0. 


利用 不 等 式 
lÚ Br) dF (z) 一 |, BODAR) < cf 
= Gl var F, — F,(a, bl] 
= Gi | var F, — var F| + !var F — F(a, 5]| 
+ |F(a, b] — Falas bll, f 
从 而 得 到 当 ”一 oo MA a — —co, š — +o H £a, LIECI) 
时 ,有 


4F (x) 
TE la PË! 


|). gld F (Ce) 一 |. OGRO — 0, 


BI (4.33) 第 一 项 郑 秽 于 零 ; 由 | zGO4FGO 的 可 积 性 ， 族 (4.33) 


第 三 项 趋向 于 零 : (4.33) 第 二 项 趋 启 于 零 可 库 引 理 4.4 得 到 ,从 而 
证 明了 定理 4.5 R. 
定理 4.6 设 (F, Fis Pis EDARRA. 若 gCx) 在 数 


R EEESEB gCx) 对 【RE，F Pate) 一 致 可 积 而 F,— F, Pl 
(4.30) 成 立 。 


证 由 gx) 对 {Ps Pati} REIRA | gar) 
及 | EAE, Xa >> 昌都 有 限 且 对 任意 e>0, 存在 二 个 数 (a, 


.125. 


PICCE), 使 得 
| lg) as) < e (a = 1,2, 31.3, 

HAEE 12. yC C(F) B 2' =< a< b= b' E n> 148 
|| sds) | 8AF) 


< f an lgCx)} laF, x) 


< G ROES 


F H n= co, mia o, à —* eo HB (a, ICE) 
(4.33) 第 一 项 趋向 于 零 ;(4.33) 38 — , 8 = Ji Es B] T 335 AANER 
得 .从 而 证 明了 定理 4.6, E. 

R HAF, Fo Fo 是 分 布 函 数列 , 若 对 某 一 个 3 > 0 和 


r> 0 ,数列 et AAE FF, AEE r E lr] 
TURE YE K € (0, ra], H n — oo 时 有 


mE — mt, pD a, 


其 中 
mO 一 人 xtd F (x), mü — Í xtd F Cr) 
- X 


oo 一 人 |x [aF E) u = | (ei dF C). 


证 h {ptn 22 1 的 有 界 性 知 , 存 在 一 个 常数 对 > 0, 使 
得 
Hn < M < +e (n = 1, 2, 3 
T3RXFE S r€ [0, rl 和 n > 1 15 Sk c > 0 都 有 


| lear < >| 1zlaF,GO 
EE {rlr 
= em $s | |xrlt:gF Cx) = e tra) arotar 
(Iz |z ` 
< ettn, 


$ c — +o, TEX n > 工 一 致 地 有 
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| |< dF) — 0. 
lele 


下 证 gtx) = |e $ FO 也 有 上 述 关 系 ， 因 对 任意 一 2 二 < < 
b < + co 有 


M = mata) = | ja ta F Ce) >| ,xl dF E), 
R itr b 


根据 FF X51844, BIHER (a yC COP) < b Mn 
— co 时 还 有 

| |z] të) F Cx) ->f Ja "t dF Ce), 

Cen $] {mb} 

| PioePcao < u, 
HG z — —o, b — +o B [a, BIEC), 可 得 
pt 一 | je DEO < M. 
E 
KERER A EE e > Ü FH ré [0, rol 有 


Í lejd F (x) = Cr trao) = citron 
ilal} 


故 当 ec 一 十 co 时 有 [ Jej dE 一 0。 从 而 让 明了 gD = 


-ilala 
tep R[F, Fi Fott) — BoR, EB g) = zt (4 € (0, raj) 
HF, Fe Fors “一致 可 积 , 利 用 定理 4.6 即 得 系 成 立 。 证 完 ， 
在 概率 论 中 mw" 吕 和 jg 分 别称 为 分 布 隙 数 F (Ce) 的 多 级 秆 和 
rPI LEARRETA E EE. 


例 9 设 分 布 苞 数 列 {Fi, Fo tto Fa Y ARH, Pa 
F, (ü 


Ü, x =< Ü; 
Fo 一 | 二 O< < 1, 
1; xl 


试 间 
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Hm | l jE 
m prar Ftx) = 9 


E > g(xz) = | 显然 有 lim gC) = 0, 而 


j L ¿FOOD -| PFC 
= ] -F x? t= 1 + x 
+i = ¿FG | = FG 
V 
+ - LaF dF 
|. ] + x (=) + J | = Itr G) 
一 | — — aF) . 
L. ri C) hri 
一 1x 工 + 工 X 工 -3 
2 2 2 4 


根山 定 理 4.4 可 得 


lim Wi -A AF) = W — ¿FG = 3 
s= J- 1 pp "` 1 十 > 4 


fi 10 I Ix, Xir Xat $} ERIE 25 š [RJ (9, Ly P) E 
i. ê. 4 ËB MKR AH. 
P(1e:X( a) = Üy) = PCa Xo) = Ir) = 


L 
z 


d.f, 
E X,—= X, WIE lim | Xe sgP = 9 
2 


prae 


MO ”根据 积分 转化 定理 及 定理 4.5, 利用 gi) = re! ER 
上 的 连续 性 及 im ga) = D, N 


lim | X,e ug = lim | eTa Es, G) 一 [ redra) 


#MHM—+= ` S m = 
一 | Xe “dP = | Re “dP 
J ta: X (ay=nm 
+ | Xe *qP = 0 
:A [mY=1y 


+ = Pew? XG Oo) — 115) = ; e. 


例 11 设 (Xain 2 1} 是 概率 空间 (9, e, P) 上 的 a.e. 有 
限 可 测 函数 询 且 非 负 不 减 。 若 x, rL, RR im 人 “zeFeeCo 一 ? 
É IS eCe) — =R EERDE km gG) 一 0, 又 不 足 有 前 


的 ,因此 不 能 用 定理 4.4 及 定理 4.5， 由 下 x, 7 1 等 价 于 X 一 
1。 履 单 调 收 伍 定 理 可 用 ,到 而 


+e 
him | xd E x tw) 一 lim: | XdP = | tap = P(O) = L. 
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DEERE L, ENE HH, 我 们 都 以 X, Y, Z (或 党 有 
附 标 ) 表 示 测 度 空 间 (0, .sr P) 上 秩 分 有 意义 (可 能 积分 值 为 co) 
A FS AU ERA. 

定义 4.5 设 4 是 正 整 数 。r 是 正 的 实数 .我 们 把 积分 | x" 
和 | IX "ap SY BURRA X H K RIERO r 级 钨 对 矩 ,对 应 地 以 mw 中 和 
ORZ. 

测度 空间 (9, .sr , P) ESPRIEBSKCED5E 2 FER: 

性 质 1 % P(Q)< +o B a < 十 oo, 则 对 任意 0 < ' < 
r 有 a> < 十 co 且 对 任意 正 蓝 数 和 过 + 有 m° 有 限 ， 

证 对 于 任意 二 个 正 实数 0 <r <r BRE 

La < ertesi = |a”, 3 |a | 2 1 Bf 

|z |” < 1, `á jal < 1 时 
成 立 ， 故 对 任意 数 “都 有 
jal =< 1 + lal“ (4.35) 
成 立 ,以 X 代 赫 a 而 后 积分 可 得 
at 一 [xa < 人 (1 + [XI dP ~ P(O) + pu”, (436) 
ATEREA < 有 
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|m | 一 有 Keep | = | LX 18ap < PCO) + a", 
o | 


Wi a < +ç K P( Q) < + co 可 导 得 
z) < +o, 0— =s, 
mH < +o, 0 <= £= r. 证 完 ， 
性 质 1 说 明 在 有 穷 测度 空间 上 , 若 X 的 某 一 级 短 有 限 ( 等 价 于 
它 的 绝对 和 类 有 限 ), 则 必 关 的 所 有 较 低 级 的 逢 都 是 有 限 的 ， 
和 性质 2 (c, 不 等 式 ) 对 任意 数 + 之 0 有 
[Ax + Y |'aP < C, IREI + | ixar], (4.37) 
其 中 
c=, 4 r = 1, 
z, Ħrži, 
证 ”只 须 证 明 下 述 初 等 C, RER (4.39) 成 立 ， 以 X 和 Y 代 
替 该 不 等 式 中 的 a M, 而 后 两 边 取 积 分 , 即 可 得 到 (4.375. 
初等 C, 不 等 式 : 对 任意 实数 a, b WE 
|a + ó|' = C,(|a|"” + |5|°), r> 0 (4.39) 
成 立 , 其 中 为 (4.38) MAE. 
事实 上 , 当 a, b 异 号 或 其 中 之 一 为 震 值 时 ,显然 有 
|a + b! =. max (lal, 151) 


(4.38) 


成 立 , 从 而 有 
Ja + b|' = max Cle llO S CCa] + 151”), 
亦 即 (4.39) Ri. 因而 我 们 只 须 证 a, é AS, (4.39) 成 立即 
可 ,不 妨 设 a, 5 都 是 正 的 且 e < 令 
JG) = C,(zZ + >) — (a + zY, zx 2: a, 
EH (4.38) K 0 < afx =< 1 可知 当 x 空 a 时 
(a) = rü, — rka + xz)” 
= r [c 一 4 十 三 | = 0, 


故 知 Ge) 在 x > a LERRA, Aur > >> + Ë 
KE) Z Ka) = 2C, — (2ay = (2C. — Ve 2: 0, 


. 130. 


亦 即 | 
JG) Cat P') — (a + b) 2 0, 
MA (4.39) 成 立 ， 证 完 . 
性 质 3 若 X,Y 的 7 级 矩 有 限 , 则 它们 的 线 狂 组 合 eX + AY 
的 > 级 矩 也 是 有 限 的 . 
证 “利用 > 级 类 有 限 等 价 于 r 级 绝对 矩 有 限 以 及 性 质 2 即 可 
性 质 4 《 稚 尔 德尔 不 等 式 ) 对 任意 实数 + > 1 和 满足 等 式 


十 二 一 工 的 实数 o 有 下 述 不 等 式 成 立 


f xY |P = Cf) xve) ({ Y ep) (4.40) 
证 ar> E + bel Hgo *= 
r $ r— ıl 


[lxiap=0 或 | IYlap = 0, 这 等 价 于 |X|' 一 0, a. e. RIY |= 
0, a. ce. LENF X| 二 0， ae. BZ [Y| =0, a.e., 从 而 得 到 | XY! 
一 0, a.e., 所 以 {lxYiap=0, 这 时 不 等 式 (4.40) 成 立 ， 因此， 


REUE | Xap 和 | AYNA RAER (4.40 成 立即 可 ， 为 
此 ,首先 证 如 下 初等 不 等 式 成 立 :对 任意 实数 2, b 有 


l| < dE + ,> Eada, C4.41) 


不 失 一 般 姓 ,不 妨 假 定 a > 0, b > 0, 分 下 面 二 种 情况 : 
O 当 4 字 a7 时 ,由 二 十 二 一 1 可 导 得 


Ei 
sr =s 1 一 一 一 r 六 1 一 5 一 一 二 
r 


C zr r rft 
Je D= + azs ra 
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则 
3 
fa) = = — a= x" —as 
je 一 和 十 全 一 一 
r 


fal) 一 = — a 2 (ayy — a = a — a = ly 
当 z 2 g”, 
WA LE) 在 x 22 at 上 是 不 减 的 函数 ， 所 以 . 
HEY D jka) = 0, 
亦 邯 


Ë 


IKE) = E + — ab 20, 


故 (4.41) 成 立 ， 

UD H b < a Bj, 2 >, A 

Pp C) = Z +. bx, x > b”, 
r £ 

类 似 GI) 可 证 当 * > A hF h G)2>0, 所 以 k Ca)2>0, IRER (4.41) 
成 立 . 

在 (4.41) 中 以 x/(| xray", v(a) 分 别 代 
Ë a, b; 然后 两 边 积 分 可 得 


RA Grae) 


| 1x aP [Yhap 


1 
SS 一 -一 


(faxra) pe V 
所 以 人 4.40) 成 立 ， 证 完 
AARRE ATE r s = 2 的 特殊 情形 是 施 瓦 兹 不 等 式 
(人 xy 2] < (W. x lap i Y xP). (4.42) 
性 质 5 (Pd ul e Br S 2 KO 如 果 + >l, M 
(|. X+ Ypap)” < ([ xpa) + (|| Yhap) C4.43) 


a 


+ =l, 
£ 


* 132- 


证 当 r= 1 FJ (3.435 显然 成 立 。 Br >l NASA 
(4.40 中 以 |X + YIRE Y, 可 得 


[ax + Yl"aP = [ix + Y||X + Y|] dP 


<| |X|1X + Y|” + | IY||X + Y! i2p 
2 E> 


Lr 17t 
<(! |x lap) (| |X 十 y eaP) 
. fd a 


+f rrary Í, [X + Y|“ 2P) 
Ll, 


-ry + (om) 


x{f X + yema) . CEED) 
由 于 二 — > WK (r — I = rr—s=s++r—s= r, | 
时 1 — 1/s = TL, 将 此 关系 代入 不 等 式 (4.44)， 即 可 得 到 (4.43) 
RYZ. E. 
3BR45 R PERRAE MWER) = (| Ixa)" 在 
r > 0 上 是 不 减 函数 . 
证 “因为 (| Xr) 一 0 等 价 于 XX 一 0，a.6.， 在 此 平凡 
捕 形 引 理 显然 成 立 ， 因 此 ,我 们 不 护 假 定 P({w:X(w) s: 0})>0, 
这 时 对 每 个 + 产 0 都 有 | Ixia >o. + 
yr) = eg (| ,lx Irar), r >0, 
HERO < r'r, h (4.42) 


CETAN Hap) 
r 2 ) te (f ix aP 


= iog (| 1x1Ż . [xP ) 
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< n log xie (pix 1。 dP ) 
一 A [y(r) + y(r)1. 


故 知 Jr 在 + > 0 EEDE. 因此 通过 0, 0) TH (r, yr)) 
汪 点 的 直线 之 斜率 


EE = wall xay 


一 logf(r) 
是 随 + 增加 而 不 减 的 ,所 以 人 +) 是 + 22 0 上 的 不 减 函数 ， 

引 理 4.6 (基本 不 等 式 ) AX EME Z F (O, ər, PD) ERI 
任意 几乎 处 处 有 限 的 可 测 熙 煞 , g(x) Æ R = (œ, 十 0) 上 的 
Sk 3 BIN PS 3k. 如果 进 而 gCx) ZE R EEM RER B. E [0, 
to) 上 是 不 减 的 , 则 对 每 个 a > ü, 都 有 下 面 不 等 式 成 立 : 


人 g(X)dP — gla} 


— == a? w = a 
ET EPa: XLo] > a)) 


(4.45) 


证 而 于 gtx*) EIEREN, 所 以 z( X) 在 测度 空 
间 (Q, .mr，P) 上 的 积分 存在 . $ 
A — lo: Xle] > ak. 
H gG AR ELE [0, oo) 上 的 不 减 性 ,可 导 得 


BEDAE DES |. z(X)dP & a, e, sup gX le))- PCA) 
0 < Í. gCX)dP < gla) 


| gCX dP 一 | g(X)4P + | ,EX DadP。 


-A 


从 而 有 


DPA <| OOP <] gap 


. 134. 


Kae sup g(X(0)) P(A) + gla) 
移 项 后 即 可 得 到 (4.45) aku. EZ. 
为 简便 计 , 我 们 以 经 ,表示 给 定 测 度 空间 《8, .sr P) 上 一 切 
r 级 纪 对 和 类 有 限 的 可 调 函 数 全 体 , 即 


cr 一 XXR (o, =Z, P) TIE | (XIAP < +o}, 


K " 


由 性质 1 38.38 CO, . 7, P 是 有 穷 测度 空间 , 则 对 任意 0 < 
r < r # 


L Sum F DL as 
H: cir 
S. = [XX R (Q, uer P) TRE a.c. sup| X| < + cob. 
再 由 性 质 3 知 SZ, 是 线性 空间 ,在 S#, h5 B IFE (EzEB ES) 


dXsY) 一 人 ix 一 lap， 0<r<1， 


dtX,Y) - (j |X 一 Ypap), 1 =< r= °, 
2 


在 s, 中 我 们 把 记 有 几乎 处 处 相等 的 可 测 函 数 , 视 为 “同一 ”的 元 
E. BEE sZ, 中 这 样 定 义 的 计量 ,满足 计量 的 三 个 条 件 : 

(a) 同等 性 三 和 了) = 06X = Y, nes 

(2) 对 称 性 dX, Y) = (Y, X) > 0, 

(a) 三 角 性 dX, Z)-+ (Z, Y)2 2(X, Y), 
(4. 可 由 C, 不 等 式 和 阅 可 夫 斯 基 不 等 式 导 得 : 


d{ X,Y) = (ix— yræs | ax — Z| + |Z — Y|yaP 


<f IX — zya + | |Z — Y |P 

r: El 
= dX, Z) + AZ Y), D< r= 1. 
. . Jr 

a(x, Y) ~ (| 1x — Y irar) 


<() ax — Z| + !Z — Y yap) 
a) 
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= dX Z) + dT Y), Ls r < Ə9, 
定义 46 如 果 当 * 一 5 时 
(ix. — XF'dqP— 0, (r > 0), 


则 称 {Xaia >> 1} r REKAT X, 常 以 天 一 +" XX 家 之 ， 特 别 当 
r = 2 时 ,简称 平均 收 齐 . . 


显然 ,在 SZ, 中 4(X,., X) — 0 IF X — x. 
定理 AT 《57 ,完备 定 埋 ) jS r> 0, (X,:n > 11C n 


G) 如 果 x,— x, XEL, 


Gi) X, >X (ED X) x, — X.—0, Š m, n— oo 
时 . 
证 x, x, | |X 一 X14P 一 >0Cw 一 00), 因 此 对 


充分 大 的 x, | 1X。 一 XI"dp 是 有 限 的 ,由 c, 不 等 式 可 得 
| | X |'4p = [ CIX — Xa) + |X "aP 
Eri -0 
< c, ({ 1x — XP + | 1xw.tan), 
Í IX, — Xalrdp < ci |x, — x ap 
Fr] N. D 
+ | 1 x, 一 XiaP 


从 而 知 人 和 《中 的 "一 > “成 立 ， 
下 证 Gi) 中 的 二 = 成立， 在 引 理 4.6 中 取 go) = jel R 
用 (4.45》 的 右边 不 等 式 可 得 
P((e:l|X,(e) — Xala) j 2 et) 


< 工人 |Xm — XelrdP, 8 > 0. 
g Je 


IOTTA Xa Xa 0 (m, n — co) WA x, — X, -o (m, n — 
oo), WD IX,:s Z 1} EMEKA k K y], Ri = EE EB 3.9 
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BEAR, 存在 一 个 子 列 {ww Z 11 和 一 个 ae. A PAS BJ lj bú: 
EK X, I X, — X, ae. Cn 一 0) 有 成立， 再 由 法 图 - 勒 风格 定理 
可 得 


| ix, — X |“dP = í. Hm | X,, 一 Xa |" dP 
= lim | ixa x,,|“zP, 
FREDE | Ix, 一 x, dP a G; w — oo)， 从 而 得 知 
j ix; 一 Xp 一 -0 (m — 20), 
证 完 . . : I 
定义 47 设 {X's 22 11 是 a.e. 有 限 的 可 测 函 数列 , 如 果 对 


Ei e > 0, 都 存在 ws > 0 391 8, > 0 《不 依赖 了 n) 使 得 
(Gi) HEE 2 > a, É. 6 > 1 8 
Í XaP < s, 
则 称 {Xn > 11 E — (X$ s 22 1) 可 积 的 ， 其 中 
Bala) = (o: {X00) | Z a), 
GD 对 任意 可 测 集 4 且 P4) < Be 有 
| xlap < e, 
则 称 iX. 2 1) 的 积分 是 一 致 ( 对 # Z 1)P 了 绝对 连续 的 . 
引 理 4.7 设 测 度 空间 (98, .er PERSH, MAX, > 1) 
是 一 仇 可 积 的 充 要 条 件 是 (X... I 1} 的 积分 一 致 育 界 且 晨 一 致 
P 绝 对 连续 的 . 
证 ”上 先 证 必要 性 ， 设 {X > 1] 是 一 致 可 积 的 ， 按 定 尺 对 
Ei z > 0, 存在 一 个 sa, > 0, 司 得 对 任意 2z 守 a, Ë n > 1 有 


(geldp < ef2. 
ER s, = 2 一 > 0。 则 对 和 任意 可 漠 集 4 HPC) < B, Ú) É £ 4 
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rl k'a m a f - ` , > 
| [Xala — | xlap + | BEAT 
A ABntay PLA 


<| lX. + aPC) . 


<e/2 +a Z + = e. 
28... 2. 2 


HA {Xan > 11 的 积分 是 一 至 了 绝对 连续 的 . 再 利用 上 面 不 等 
式 的 前 一 个 ,并 取 4 = Q, 则 对 每 个 a 部 有 : 


f (Xal dP <| |XaldP + aPQ 
g Bra) ` .. 
< z + aP (Q) < -Foo, 
ik (X,:a 1} 的 积分 是 一 致 有 界 的 ， 
次 证 充分 性 ， 由 {X:n 端的 积分 -一 致 有 界 , 则 
g == sup J 1x.1aP < + co. 
在 引 理 4.6 HH gG) 一 Iz], 由 (4.45) 右 端 不 等 式 可 得 : 对 任意 
n >= 1 有 
P(B,Ca)) = Pea: |X ako) Z a1) 
< af |X gp =< E, (4.46) 
a ja . 帮 
再 由 {Xr > 1) 的 积分 是 一 致 绝对 固然 的 。 故 对 任 给 s 0， 
存在 一 个 3 > 0, 使 得 对 任意 # 守 1 有 
f [X.]gP < s, PCA) < be 
HZ a, — c /8, G5 n 无 关 ), 由 (4.46) H a Z a, WA 
P(B,(a)) < 6,, 
所 以 当 4 之 a 时 有 | 
L. [XoldP < s, 
BD {Xn > 11 是 _ 政 可 积 的 . 证 完 . 
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3UE48 Wr > 0, 测度 空间 (0， ero P) 是 有 办 的 县 UQ: 
n CL F X,— X, W n — 00 时 有 
Q | iwa — xa, 
a Ja f 
Gü) Xale > 1} 是 一 致 可 积 的 ， 
HE ki C; 不 等 式 及 疯 可 大 斯 基 不 等 式 可 导 得 对 任意 n 21 


有 


|. Xal'aP 一 | iwa] <Í Ix, —xlr'ap, 0 < r= 1, 


fir (re | sas re 
r 1. 

令 z — co TER G). ERINI As, A Xaa E XXa 

代 蔡 上 面 不 等 式 中 的 XX, MX, 于 是 有 

|! IX, "aP — Í Xiap| < | ix, — XP 


4 


< f Ix, — xa, rl, 


(xry (Lx) | < (fix xrar) 


<(| |X, — xirar) 1 ri I. 

a 

再 由 X, —= X 知 ; 对 性 给 8 > 0, EUA x, GE n Z> n, IND 
| |KX, — X |P < 8, 
Eo 

Me n Z= n, 时 ,对 任 党 可 测 集 4 部 有 


i | 
| ixa — | IX [aP] < £, 0 = + = 1, 
£ 4 


(f xray = (f xr |<, r>. 


f xa < £ + | xa, 0 =< r= 1, 


所 以 


MEAZ < je + (jixref, r > 1, 


再 利用 定理 4.7 及 X, —=X SI X € sZ,, 即 | X i" 是 可 积 的 ,所 以 是 
PESA. Bd X| en > 11 Raa P Bë EF EE sË B 
是 一 致 有 界 的 ， 根 据 引 理 4.7 EA (Xan > 1} 是 一 致 可 积 
的 .证 完 . 

有 了 上 述 关 于 入 和 级 平均 收 襄 的 各 种 知识 。 我 们 进而 讨论 
在 有 穷 测度 空间 (9, .or P) E, r 级 平均 收 敏 与 前 述 各 种 收 伍 
的 关系 . | 

定理 48 42 (Q, r, P) EEA Wi EF Z [B], {Xan 22 iC 
L, fr > 0)， 则 下 述 三 条 件 相 互 等 价 : 

G) x, —x, 


GD X.—X H UX, — X r; >> 1) BRAEM P BJ E 
B, 

G) Xs 一 xX B (|x,|":n 2: 11 的 积分 是 一 致 P 绝 对 连续 
的 。 

证 “首先 证 《it) 5 Gü) 2249, 

由 和 .一 和 ， 根 据 定理 3.9 的 Riez 定理 知 ， 存 在 一 个 子 列 
{Xn > 1} EE n oo 时 

X, — x, 
从 而 对 年 意 4 € .ae 也 有 
0 < Xp] Ka | 天 | 
根据 引 理 42 可 得 
[ ixtap— | 1x lap = J. |x; 12 aP 


= lim [| xa aP 一 lim MEMEZ 


m” — 


E 由 X :2 S 11 的 积分 是 一 致 绝 对 连 绕 。 在 C, 不 等 式 中 以 


a 14D» 


X,X, 及 一 XX 分 别 代替 六 和 ,再 利用 上 不 等 式 可 得 
Jax. Xbap = | ix, + (XX ap 
< c, (È xaxa 十 {1xxuap) 
一 c:(| 1x,l'eP -+ Í xira) 
< c(| xol'eP + im | ix), 
从 而 得 到 |X, — XI"; n > 1} 的 积分 是 一 致 了 绝对 连续 的 ， 
反之 ,同上 利用 c, 不 等 式 可 得 
[| ix. < | (Ix, = X| + XIyeP 
A A 
< c, (| ix lap + [x ap), (4.47) 
但 对 任意 4 € .sz 有 
Í lx |'ap < lim | |X,, rdp, 
4 mia 
特别 取 4 — Q, 并 由 题 设 [Xnr > DCZ, NL, Atn, 
上 1Xsi'dP < +00, 因此 


Í [xl'ap < lim | |X "qp < +o, 
器 | 


REE |<] 的 积分 是 PP 纵 对 连续 的 ,根据 (4.47) 以 及 {| 及 一 XX|": 

n > 11 的 积分 是 一 至 了 绝对 连续 的 可 部 得 {X61';n > 1} 的 积分 

是 一 致 了 绝对 进 续 的 ， 综 上 记述 , 证 明了 Gu) 与 GD 的 等 价 性 ， 
次 证 G) 与 (说 ) 的 等 价 性 . 


车 (成 立 , 即 XX. Æ (4.45) 右 端 不 等 式 中 取 g(x) = 
le BA: AEs >0 及 1 
Pw: | Xala) — KC) 2 aj) 
1 


< | ix, — xia, 
后 g 
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H X, — = X S, 35 n —= oo 时 
Í | X, 一 X |"aP -—>0, 
身 


故 当 ?= 一 ce 时 
Pa: | Xala) — Xle) 2 pet, 


亦 即 X, — X 成 立 . 


另 一 方面 ;由 Xa -X BEAS A, [X n > 1} 是 一 至 
可 积 的 。 再 很 据 引 理 4.7, 所 以 {|X。1':# > 1 的 积分 是 一 致 P 绝 


HERRI ik Gii) RI. 


及 之 ,车 GD R A GD 与 GD 是 等 价 的 , 故 X, 一 XI' ; 
n l) 的 积分 是 一 至 了 绝对 连续 的 ,因而 对 人 尾 给 6 > 4, 存在 一 个 


zs :0 使 得 对 任 付 关上 1 有 
Í ix. — XP < s, P(A) < S. 
XfS OS a Z 1, 令 
A. = {a Km) Xlo) Z s. 
iH X.— X En, H4 n — oo 时 
p( 14,)—— ü, 
CTED ARR 2 A 
PAn) < Bs. 
Mumit C48), (4.49) 可 得 ， 当 # Ri 
Í IX, — X |P 一 j |X, 一 X|'gP 
a Asa 
+ Í IXa — XP < s + P(O) 
£ 


所 以 当 n 一 co 时 有 
| |x, 一 X|'gP——0, 
ü 
亦 即 X, X 成 立 ， 因 此 可 知 G) 与 (二) gm. ER. 
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(4.48) 


(4.49) 


RI 在 定理 假设 下 , 若 X. — X, WAERO Er < + # 
X, x, 
证 Ix, X, BERK {|X — X| > 1) 的 积分 是 一 


SPRER, X-X 2 
An = fin: IXa) — X Ca) | = 1}. 
则 对 任意 0 Er < , 2. AE 有 


j |X, — X| dP = | X, — X|" dp +f |X, — X| dP 
4 Adn a 
<| Ix. — xaea Í 4P 
EE A 


< | | X, — X aP + P(A), 
A 


因而 {X 一 X :5 22 11 的 积分 是 一 致 P 绝对 连续 的 并 且 


X,—- X. BEER Gi) 与 G) 的 等 价 性 可 知 ,一 X. EZ. 
系 2 在 定理 的 题 设 下 ,车 


sup | IX, aP = e < + eo, (4.50) 
Fl ¿Ë 


” 则 对 任意 0 < r < >, Xa X S X, — X St. 
证 EXX, HERRI x, — x. 
反之 , 若 x,— x, 根据 定理 我 们 只 须 由 条 件 (4.50) 导 得 
[|X,|” a >> 1} 的 积分 是 一 致 绝 对 连续 的 ,网 一 X. 为 此 ， 
pa 
AHER e > 0, 取 “ RIKER c < E, Bl + > (2). 
A, = (o: | X,Çe) | > a), 


则 对 任意 0 三 7 < r, A € ., n lE 
| | ,| "dP -| |x, |” dP +Í | Xal” aP 
Pi din A 
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= | xar; Xl dp +Í ix. 
Ain TAA 


<| Ix,U2P + a PCA) 
dAn 


Eee + eP > + z Pr AJ), 


Ba, = E, 则 当 P(4) < 5 时 ,对 任意 x 空 1 有 


2a 


Í IX ap < Ë L Ë Q s. 
A 2 2 


RIX,” n > 1) BRASE P ëE EW) E Hi XX, E 


此 xX, 一 > x, ER. 
RI HiX, Xo Xoro) 是 有 穷 浏 度 空间 (Q, . Z, P) ERI 
HEMARA KHET z 2 1 都 有 
Xr EYEL, (r> 0), 


则 XX 5 x, — XX 等 价 

HE ih X, X, 根据 定理 则 有 x, — x. 

友之 ,由 YE Z,, B Í Iyan < +co, 因此 ,对 任 给 8 > 0, 
存在 一 个 6, > 0, 使 得 


[ly Jap < e, P(A) < 5, 
再 由 |X.| < Y, 政 对 任意 上 之 1 有 
{lxtap < | 1Y lade <s, P( A) < gs 


即 由 Xulr:n 衬 二 的 职 分 是 一 致 绝 对 连续 的 ， 若 再 有 X, -一 x, 
根据 定理 就 可 得 X, — xX. ER. 

综 上 所 述 ,在 有 穷 测 度 空间 条 件 下 。r 级 平均 收 伍 与 前 述 各 种 
KAURA WQ EW F; 
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ERJ P d.t. 
XS X> X, — X = K, — x 


人 


WR X (0 <" < r) 

x, x< x, — XH IX! =< Yes, Q21) 

X,- x< x, — X B sup {Ixia < 十 ce 
Mar = r) 


x, x 5 x, — x 2], 一 般 说 来 是 互 不 相关 的 , 这 可 由 
下 面 反例 说 明 . 


Ja oree (fE E) 


— L —0, (K=), 
K 


ik Xa — 0, AE x, o 不成立， 
此 例 中 因 对 一 切 = 1, 2, KIK 2 1, o € Q 2 
IXP Ce) < 1, 


zh 


| UdP = P((0, 1)) = 1 < +9, 
1015 


BE Yo) m 16 Z,, (+ 六 站， 因此 根据 定理 4.8 系 3 有 
Ks XX 

例 13 i o = [0,1], .wr = æ (WO33EDO 28), P R. L WB 
BE. 对 每 个 z 2 1, > > 0, 令 


Ps xË [o, 1], 


n 


1 
0, x € (Z° !|. 
n 


Xak) ka | 
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显然 im Xs(x) = 0, 对 ze (0, 11 RIR Xa 0. (B W s + 
s > | É r > 0 # 


[xa = we (fo 1])= r 1 =, 
ü z" n 


故 X, “0 不 成 立 ， 根 据 定理 4.8 的 系 2 还 知 X e 0 也 不 成 立 ， 
最 后 再 谈 谈 ,在 r 级 平均 收 全 意义 下 “极限 ”号 与 积分 号 交换 
的 条 件 ， 
定理 49 PE (Q, eo P) BASMAZ {Xr > 11 一 
2 (r 2 1). S x, 一- X, WI 


lm | X,dP = [ XdP, (4.51) 
f Ja 


T 根据 定理 47 K XxX 知 Xc ZZ, EA SCF, 
G> ILEI: XoXo CS” RREA 4.8 系 工 及 X 
X, 还 有 XX, 因而 


| X,dP 一 | xaP| <Í iX, 一 X]|gP——-0, (n -oo 
Í g -2 


W (4.51) 成 立 ， 证 完 . 
Ecri X, X PD € E F, — B Á 65 8 E sa 48 


(4.51), 但 我 们 可 用 定理 4.8 导 得 X, —= x, 然后 再 用 控制 收 伍 定 
理 或 单调 收 化 定理 来 解决 . 
例 14 设 (X, > 1) 是 有 穷 测 度 空 间 (0, as P) 上 可 测 


EHS {Xn > Er, (0 < r < 1) B. x, ——x. WJ 


Hm Í cos X „dP = f cos XdP, 
H-en f7] 8 


事实 上 , 因 X, X, 则 X, 一 X, FEIERT XK > 11 
部 存在 一 个 子 列 {X。。 :> 之 1} 使 得 
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Le. 


Xag T X (» — ©), 
故 
- os Xup “00s X, (e — co), 
让 有 界 收效 定理 有 
lim | eos x, aP = j| cos X dP. 
所 以 


tira [cos XdP 一 | es XP. 
3 题 
1. 设 和 是 调度 空间 (Q, .er P) 上 的 非 负 可 测 通 数 , 试 证 : 
pal A) 一 | xap (A6) 
是 (O, r) 上 测度 . | Í 
2. CRO ETE) 设 Y 可 积 和 可 测 , 且 一 名 < a < X == b 
<+, a.c... 则 存在 一 个 常数 c € [a , b Y 848 
| xIylaP =e] |Y aP, 
J 身 


特别 ; 若 PCO) < +co, 有 |. XdP = cPC9)。 


3. 设 {Xain > 1) 是 可 测 函 数列 且 D | Ix, ap < +o, iR 
ari 


-证 Sx, asa ), 


村 于 


S KaP 一 >) Xaqp. 


#=1 „=i 
4.8 O — R, ,er 一 B, P — z ELIE: 
X.) 一 nku AC) (w = l, 2, 3, D 
W È im Xadu = km | Xuda 吗 9 Ree ETN E 
5 设 X, Y È (O, er) EITA TEHE (O, r) z tš: 
REX, YXO, ro P) njn WE DE P, 部 有 
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f XaP 一 | YaP, 
fd +- 


则 对 一 切 w E O A Xl) = YC) RY. 

6. 设 X(o) BORIO RIRS, ar 和 .or 分 别 是 空间 9 和 
O 上 的 o 域 。 如 果 X 的 逆 像 X-'(.er')C .er， 则 称 X 是 可 测 空间 
(o, ar) 到 (9', or) 的 可 测 映射 ,或 可 测 变换 (这 是 可 测 函 数 的 
Ep). 

i X 8 (Q, sr) E (Q', Jer) BJ m] BB G, P Rz (9, sr) 
上 测 讼 ， 令 

PKA) = PAo: XC) € D) = POX NA), A en, 
BIE: (D Px 是 (S, r) 上 测度 , APEC, w) EEZ., M 
Ps 在 (9', ar) 上 也 是 有 穷 的 (Px ROO X APE R S th B Bl 
8). 

GD 着 有 穷 , 则 对 任意 .or 可 调 函数 gG") 有 

人 ex(o))ap 一 人 ea)dPx 


(这 是 积分 转化 定理 的 推广 ,其 证 朋 革 类似 之 )， 
7.13 {X X XiX i -} ERARE X,—x 对 a € O 
— žk, 试问 


fiim | x.ap = | Hm 二 mg 
Ig nes 


t>o s 


成 立 否 ? 考 虚 如 下 例子 . 
iL Q= 11.2, 3 . oy = S(Q), PCA) = A 中 点 的 个 数 
l well, 2,3 5, ni, 
Xalo) -1 
Ü, 0 => n, 
AEAEE 
8. X K X,Gn 22 DHC, . r P) 可 积 ， 试 证 ; A 
AE — REA 


lim | X ZË = | X dP 
la 


Ree gA 
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的 充 要 条 和 件 是 
lim | ix, — X'dp — 0 


Nw 


9.18 X K. X, Æ (O, ər, P) EAS G > 1, R. x,— 


Xs limf XsdP 一 人 xa. RE, 对 A €. 一 至 地 有 


Tr == 


lim | Xe 一 | Xap, 
A ¿A 


ID. 证 | 
0; r= 0, 
FU 一 og, Ü = x= 1; 
gs: + À + Wa rel, 
+= 
试 计算 (L-S) 1 aF), 
lI. iE (Q, Ls P) 是 概率 空间 ， iX, Xis Xas -+ 是 a. €. 有 
限 可 测 蚤 数列 (简称 随 宙 变数 ) 且 XX。 一 XX， g(x) 是 数 集 R 上 有 界 
连续 函数 , 试 证 ， 
lim Í. EdF, Cx) 一 | ga) dF xG), 


12. 试 证 : 若 F. F E. F 5, MUSE WU > 0, 3 


nac JE 


lim | cosrxdF,(z) — | cos rd F (x) 
R 


Em | sin uxadF Cry -| sin uxraF Car) 
R R 


亦 即 I lim | etd F 一 | Feo, 


提示 ， 仿 引 理 4.4 及 定理 4.5 的 证 明 进 行 . 
13. 试 证 ， 设 分 布 函 数列 {F, Fi Foce) AR, la, b)C 


CCF), gG) 在 (一 co , al Rib, 十 0) 上 有 界 连续 且 F.- F. 
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则 | 
tim | sG)a2 F, GO = f gd F (y 
Hee dita) : (— o, p ， 

| -| ger, 

对 应 地 | 
lim { DIF, (x) = |... ger dF (x), 

14. 设 分 布 函 数列 E, Fo Foot 有 界 , HFF, 而 

0, aü 
Fœ = [ r> 0, 
试 求 . 
Hm È ear, E) 一 ? 
15. 设 g( x) ERER 上 的 连 读 函数 ， H. iY, X, Xis Xis “ < 

是 有 穷 测 度 空 间 (8, r, P) 上 ae ARIMARA. 试 评 , 车 

X,——> X BIHER o > 1 # lOl) LY Co) Hü YG) 可 积 ， 

则 a 

tim | gO AP 一 | gCX)dPp. 

16.32 IX, :5 > 1) 是 有 穷 测度 空间 上 不 减 的 ae 有 限 可 测 
ERA gCx) 是 尺 上 非 负 不 减 连 续 函 数 ， 试 证 : 22 x.—=x, W 
lim | zGO2F.,GD 一 | gar ste), 

næ JR rR 
pl) -f XdP, AE, 


PUE: (D 对 尾 给 > 0, 存在 一 个 > 0, 使 得 iela) <s, Š 
POA) = 8 B$. 

Gü) pCa) 的 绝 妇 连续 内 s G 等 价 。 

15. PA ME: RK ht T r= Ü, 
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>' I IX, — XI dP < +o, 
8 


s=- 
pali X, —>X, ae. 
19. i (Q. o, P) 是 有 窍 测度 空间 ,+ 半 0. RiR: 


D 车 > [| Ix. < +c, Mi Sixe 十 co a. e.3 
m=1 ai 


GiD F >: (lxta) < +o] NOIX LAHO, a. es 
"=t 


pml 
1, r], 
da, y = 1, 


r = 


其 中 


20. RE: 在 (0, ,mr P) 有 穷 条 件 下 , X -了 - X DREA fh 
是 
| |x, — xi 


P 
ot jx ap P>) r>0. 


提示 ,在 引 理 4.6 中 考虑 ze 一 EU C >o), 


lxi” 


= 15l- 


SEE ”乘积 测度 空间 
$5.1 有 限 维 乘积 可 测 空间 


(m) 3E3E093 3 S6EPR 

EXSI iZ a, 0 k IFRS rh AARC EE 
HRTRHYES ACA 和 A,C 9,, 2 

A X A= {em, m): € A,, o; € Ah. (5.1) 

FRA X 如 为 汪 和 4 的 积 集 ， 竺 别称 中 x Q, Q, #1 G, BJ 3E 
积 空间 . 

履 积 空间 的 最 为 热 知 的 便 子 是 殉 几 里 得 平面 ， 它 是 二 个 欧 几 
里 得 直线 { 华 标 轴 ) 的 冬 积 空间 。 在 以 下 的 讨论 中 , 许多 地方 要 甩 
到 由 这 个 例子 所 启示 的 术语 和 概念 。 我 们 把 积 集 A x A 也 称 为 
以 4 和 A 为 边 的 扼 形 (注意 ,此 地 竹 形 的 概念 即使 在 欧 色 平面 情 
形 , 也 不 是 普通 的 拭 形 ,因为 A 或 4 不 一 定 是 一 个 区 间 ). 

为 简便 计 , 今 后 我 们 若 不 另 加 帅 明 ,都 以 o; 或 wi 等 表 空 间 O, 
中 的 点 ,而 以 A; B, 等 表 空 间 9, 中 的 子 集合 一 1, 2，3，…)。 

例 1 SEQ —(1,2,3,--.:), & = L0, 11, MJQ, x Q,= 
X {a} x [0, 1] HF 


w=1 


N 
E= f(x, 1), K = 1,2,3, "5 n= 1,233} 
. n? 


= 12, 4.6," +, 2K,: J x 已 二 ,二 


#2 e = i0, 1}, OQ = 13,411. Mil 
2, X Q, = (0, 3), (O, 4), (I, 3), (1, 4)} 
E = [(0,3, (0,4)} 二 {0} x 如 ÆRE, 
E: = {0,3) (1,3)} = O. x {3} W- 
EC 二 1100,3),(1, 4)} PERE. 

HES i FEER: 

性 质 1 AX 24 一 中 的 充 要 条 件 是 4 一 由 或 如 一 由 

证 先 证 必要 性 。 假若 不 然 ， 出 A > + 同时 A >< $. 因此 
存在 一 个 wi E À, G = |, 2), 于是 点 Cw s e) Edi X Ai BH AX 
4; `< p, 这 与 A, X As — p ARTE W A, — o 1, = $ FË 
W. 

次 证 充分 性 . BERKS. MÜ 4, x Aad p, 因此 存在 点 《o， 
c) € À, X Ar, W m € A, G = 1, 2), Mü A, < é G = 1,235 成 
这 :这 与 A = à X A, = ç$ FE 所 以 À, X À, 一 由 成 立 ， 证 完 ，。 

以 下 述 及 的 扎 形 ,都 椒 定 是 非 空 的 . 

性 质 2 A x ACB, X B, 等 价 于 ACB, 同时 AC B,. 

证 AHER wj& A; G = 1,2), 有 (co, co) € A, X ACB, > 
B8;， 这 等 价 于 当 a, € 4, FF w € B, G = V, 1) IREN ACR G 
= 1, 2). 

性 质 3 4 X 4,= B, x B SUT dA = B, FP 4, = B. 

证 .用 性质 2 显然 ， 

性 质 双 (A, > A.) Y (B, x B,) = CAN B.) x CLA B) 

ES Ch X A) — (B, x B) = (A, YB.) x (A, — B) 

+ (A, — B;) x CAN BD + (A, — B,) 
x (A, 一 B3). 
HER 4550ER ERF E B J Esok a IE. 

CZ) A oa FTBS3EK EU 3 K kE ER 

ENN 52 j ECO, ,x 加， 对 每 个 国定 的 oE, RIJE O, 
的 和子 集 


Etlrw,) _ loa: Ces wa) € E] 
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为 集 瑟 在 点 w 的 截 万 集 ， 对 每 个 固定 的 o; € 9,, #z Q, 中 子 集 
E (rx) =-= Le: Keo, z) € Fl 

为 集 五 在 点 ow 的 截 口 集 . 

乘积 空间 名 x O, ERE RIRO SR EC) (BR EC) 直观 
HLH, CEE E EDEEM a, 上 点 o, WERE EL{ 对 应 地 , Q, F 
点 o 的 模 截 集 ED 在 Q《 对 应 地 ， 在 Q) 上 的 投影 ， 它 是 Q, 《对 
应 地 , QO.) 的 子 集 , 而 不 是 0, x 9, 上 的 子 集 E, GiBi, E). Ai 
图 2 所 示 . 

截 口 集 有 如 下 基本 性 质 : 

E6 i E,F,E,O 2 D WEA x 全 的 子 集 ， 


[U Fa) G) = U Eaa G = 12), 
n=] el 


(> E,) Ca) = SE), G = 1, 2), (5.2) 


(A E) D= Ñ Eo), G= D, G. 
(E — FX) = E(w) — Fla), G = 1, 2), (5.4) 


m 只 证 (六 r) (op = È Elo 386280. 38 (Es: 


s1} 是 名 x O, 中 两 两 不 相交 集 列 , 即 E, En = p (n m), 
则 
Ew) EC) 
= [xt (ey, oa) E En) N {ems (ans 2) € Emt 
一 [or (eu, oa) € E, Y En} | 
= {e:o a) E by — h, (n >ë m), 
PH {Es mn) 2 1} 两 两 不 相交 ， 而 


(> z.) Co) = fon: (eol ， 0) € > | 


-> Lor (os o) EE, = >=, Co). 


证 完 ， 

定义 5.3 14 Xla, oj) ÉE 9, x 9 上 的 少数 ; 汉 每 个 固定 的 
e Eis 我 们 称 定义 在 O, EREE 

Ka Cw) — X Cw, (93) (5.5) 

为 X (e, o) 在 o, 点 的 蕉 号 函 数 。 [B] É E X X. Ge.) 一 时 [co 
r) 为 在 点 o 的 截 口 函数 . 

截 口 函数 有 如 下 基本 性 身 ; 

性 质 7 i X, Y E Q, x QO, EBRAR, HU X < Y 的 充 要 条 
件 是 

X, G.) =< Y G) 和 X. (e) =< Yu (o). 
HES 设 ECS8, x O, Mi 
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[Xale C0) = Xs Co) J 
LX; ],,G,2 = Xiop ln). 
证 ”对 每 个 固定 的 o, € G 和 和 任意 o; € Q, AA Pi Shift 00: 
G) (eo, o) € E, MJ 
[Xela Cw) 一 Xaos 022 = 1. 
男 一 方面 ;由 Cs w € E , M 
w € Lim: (e, 0) € E} = Elia), 
因此 Xsca (0622 — 1, 所 以 
[Xgl C0) = 1 = Xewka. 
Gi) Co, )EE, BJ 
[Xefe (03) = Xelo 0) = 0. 
男 一 方面 ;由 las oDEE, M Co,, w) € Es, BA 
wE {2 Cs 036 ËY) = {w C00, wD € EY 
= E (o), 
国 此 Xesca lo = 1 — Xew lo = 1, BJ Xrwp lan 一 0， 这 就 得 
到 


(5.6) 


[zz], te) = 0 = Xzu C0), 


因此 得 到 

[Xele C02) = Krew (ao), 
闻 理 可 证 

[Xgl Ceo) = Kacey leh), 
证 完 


HES 设 a,8 是 常数 ,XX 和 Y 了 是 x Q, F Bs, WJ 
[eX + 8Y1,(:) A Xal) + 8Y,(:), i=1,2. (5.7) 
LaX + BY la Co) = aX (a, a) + BY (o, yo 
= aK a Coz) + BY. (m), 
[eX + BY1, (ai) = aX Cors c) + BY (o), e) 
= zX aan) + PY aCe), 
所 以 (5.7) 成立。 
. 155 < 


3 BES {r,+ Ll I R xR 上 以 原 
点 为 中 心 , 长 度 1 232 22 BJ 5423. U 
$, 当 [x| > 1 时 ， 
E(x) = 4{0}, 当 |x| 一 1 时 ， 
[— I —= , /1—1, A |=| 之 1 时 . 
pH z = 0 B EO) = (y: — 15 y st 1) e 2 Hj R F (209, 11 


Kik. x 一季 时 万 和) efira 31 是 空间 R 上 


[一 三 ,三 | 区 交集 .注意 区 别 {0} x BEC) TO: Ey < 11 


与 8(0) = {y: 一 1 < y < I), 前 者 是 RR x RETF n E = E: R 
h +, BACHER F bp B) — DC iB]. 

例 4 MRa = 10, 1,2; --,2} G = 1,2), E E. Q, x Q, tH 
对 角 钱 上 成 所 成 之 集 , 即 

E = {(K, KK=1,2,..., ny 
+{[(K,n— K); K = 0, 1.2,---, ni. 

MJ E(K) = IK, n K}, K = 0, 1.2, -yz 特别 及 一 0 时 
EC = {0, n) Æ Q, HHH ORTA PE, EEKE] E, = {0} 
x E(0) 一 {(0, 0), (0, n)] Æ @, x Q, 中 集 . 

对 于 裁 口 函数 我 们 再 举 一 个 例子 . 

A5 RFG, y) SET R x REAR, #5FCx, y) = = + 
(y — 122, WHER yo xo € R, ROAY 

fa) = s + (y — 12, f, (D) = x+ (y, — 1. 


特别 
fek) = (y 1232, hi) = x + l, 
hoD = 1+ (Gy — 1), hws 2. 
《三 ) 乘积 可 调 空 汀 
定义 3.4 i CO) (9,, .ezra) 是 二 个 可 测 空间 , 令 
E |= [4 X Anh Ea AE (5.8) 
我 们 称 由 F ASH Q, x Q, PS 2EBU R oE) 为 .er 与 ,er 的 
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REAR A .er X a RZ. MIRCO x D .”, X er) 为 
(2 .er 5 (G,, era) HERMA w 中 元 素 称 为 可 测 矩 
形 , c(F) = .ax X .ar 中 元 素 称 为 雅 积 空间 的 可 调集 . 
值得 注意 的 是 一 些 初学 者 , 常 把 .er X .er EAA 
a X es LA, X A: A € at's As € a}. 
实际 上 上， {4 X And E AE tr = %@ TU ,.s, X s," 
(F) EARE, ER Q 不 是 g 域 。 从 性 质 5 可 网 g 甚至 对 
“ 余 " 运 算 一 般 说 来 都 不 封闭 ,内 此 , @ > ole). 
Plé Ba, = {0,1}. — {t {0}, {1} {0, 111, Q, — 
{2,3}, er = 46. {2}, {3}, {2, 3}}. J 
F == {A x AAE A AE ez 
= Ips {0, 25), On 3)}, {C1, 251. (O, 3)}- 
{C0 2), @,3)} 4.2), (1, 3)}, {C0, 2); 
(0,3) 1.2), G3) {CD, 2), (1, 2)7, {C0, 3), 
€1.3)}}. 
er X ra = E) B Y Ska H| ñE 2 4k e 以 外 , 还 包括 集 
E, = CON 2), (1, 3)) = {0} x 12) + {1} x {3}, 
E, = { (0, 3), G, 2)} = {0} x {3} + {1} x {2}. 
E, 和 E, 都 不 是 矩形 ,但 它们 都 可 写 或 二 个 可 测 和 矩形 的 和 , 这 个 例 
子 因 .arears 的 结构 都 很 简单 ,所 以 .ez > er | tk TEE E 
E 只 多 了 六 个 集 , 对 于 结构 较 复 杂 的 Jora wr, 就 可 能 多 得 多 . 
定理 5.1 (i) # Xka, a) 是 .ar X ,ets 可 测 范 数 , 则 对 每 
个 固定 的 o, € 9, (R ao, € Q,) ROR Xa CoD 是 .mr PDE $i 
《对 应 地 ,fo 是 er, 可 测 函 数 )， 
Gi) # E # ,srt x .az 可 测 集 ， 则 对 每 个 固定 的 ， to, € M CR 
r € Q), ROR ECo) 是 ,era TWRCI, EC) 是 Ja, 可 
mA). 
证 ”利用 -er 系 方法 证 明 G. < 
多 一 [X (o oo2): 使 本 定理 G) 结论 成 立 的 O, x O, L 
BJ PRI 21 X Cons ca) }» 
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汪汪 一切 (S) = ,er X -era 可 测 的 函数 全 体 }， 
区 为 《5.8) 所 定义 。 

S = {H 9, x 印 上 的 区 数 全 体 }, 显 然 是 "加 减 系 "， 下 商 
分 步 验证 < -多 系 方 靶 中 的 条 和 件 。 

(a) F rÈ, 甸 性 质 4 得 到 ， 

(b) e“ Dle. i X€ Iç. MI X = Kaxa Á; Š et G = 1, 
2), E ZA 

{0 a EAs 


Xa = 
(ro; ) 0 


; PTPSRR 
Xakas € Ais 
N w E A: (5.9) 
R MEAE E BJ o, € Q, (SË o, € Ə,) 有 X. (o) 是 .sr 可 
WAJE, X. Co.) 是 ,sz 可 测 的 ). 因而 六 EE， 所 以 I, C 

(<) A E sZ Zx. 

(sZ) 16.2 ERRA. 

CA) 线性 封闭 往 , 可 由 性 质 9 

[eX + SY] Co) = aX Cens ox) + BYC, oz) 

= eX, (u) + BY, (o), 

[eX + BY ],,( o) = oX (e, to) 十 AYCon m) 

一 eX, oo 十 BYa lan) 
及 可 测 函 数 的 线性 性 而 得 . 

(Se) 单调 极限 封闭 性 14 {Xna > 11C g, 0 =< X1 X(n 
>o (HRX € sZ , 车 假定 X 有 界 更 有 下 面 结论 ), 则 [ X,1, Co,) 
对 gr TIM Ca = 1,2,3-…*)， 由 性 质 7 知 0 起 [Xala C0 )t Xs, 
(ox) (a => oo), 由 可 测 函数 的 性 质 知 X. Co.) 是 wr; 可 测 的 ， 同 
理 可 证 Xalo 是 ,er 可 测 的 ,所 以 XeE E, 

由 (a) (b) (z) 及 第 三 章 定理 35 841 eE” DLNK = =p, 所 
B G) 成 立 . 
Gi) 因 E € ar X .er 等 价 于 Xelos i) 是 .ar X .ez 可 
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X (1.2 = 


TER. hG) 及 {5.6) AA XE y nz = [Xs ],,Cco,) 是 .er 可 
WURI» Xece) = [Xz ],,C on) 是 .er 可 测 的 , 所 以 EC) E .oz 
Elo) € eri. UES6. 

读者 也 可 以 用 -x 类 方法 先 证 明 Gi), 尔后 再 用 可 测 函 数 的 
HEE AEH. 


$5.2 APREA y ERMEE 2 EEEE 


我 们 进而 研究 乘积 空间 的 测度 ， 考 虑 乘积 空间 的 每 个 分 支 空 
而 (sr (9,, ez) 不 仅 是 可 神 空 间 ， 而 且 还 是 测度 空间 
(Q... PDs (h .ar Pa) 的 情形 。 乘积 可 测 空 间 (Q, x a, 
er X -era) 的 构造 已 如 前 述 ,本 节 就 是 要 进一步 四 P, , PP 来 构造 
CX) 上 的 测度 ,因为 .mr X 一 (F), — 
般 说 来 ,结构 比较 复杂 , 要 直接 在 它 上 测 构 造 是 不 容易 的 。 AME, 
我 们 先 在 较 往 单 的 类 Q 上 和 构造 ,而 后 把 它 拓展 到 ol( 字 一 7, x 
上去， 正如 大 家 所 熟知 的 平面 上 矩形 的 面积 是 等 干 二 个 边 的 
长 度 的 乘积 ,自然 ,我 们 对 g PERME PENA 
PCA: x Aa) = PCA) . PAs AiE is 
G = 1,2), (5.10) 
— F BL SB ASE AF5 P H e RS S|; bt Jok FZ mA I 
用 折 展 定 理 将 它 拓 展 到 (e) 上 去 . 这 个 办 法 虽然 很 直接 , 但 证 
明 起 来 非常 麻烦 . 因此 ,我 们 采取 下 面 比较 简捷 的 办 法 ,直接 证 朋 
E (5.10) 定义 的 雪上 的 集 隙 数 P, E P, A P. s Ek c 有 窍 的 条 忻 
下 ,拓展 到 oC) 上 的 拓展 汕 度 是 存在 且 崔 一 的 ， 这 个 调度 ,我 们 
就 称 为 志 和 疡 的 独立 乘积 测度 或 直 积 测度 , PI P, x P, k, TÑ 
(Q, X @,, ey X as Pi X Po) 称 为 分 支 测 度 空间 (Q, , `r P, 
G = 1,2) 的 独立 乘积 或 直 积 测度 空间 ,“ 独 立 ” 是 税率 沦 的 术语 ， 
本 文 使 用 这 一 术语 是 因为 它 与 (如 本 章 $ 4) 我 们 将 要 研究 的 独立 
也 机 变数 的 理论 有 紧密 的 联系 . 
引 理 5.1 设 (9;, wri,Pi) (i 一 1;2) 是 9 AAMER E, 


s RED s 


对 任意 BE er X .ar o € 0, G — 1, 2), 都 有 
(Gi P(ECw)) 是 非 负 i TNA, PLEC) JEt i 
可 油 函 数 . i 


Gi) Í, PCE(o))dP, = |. PCE(os))dP， (5.11) 


WE Ei P, RhAD. JA l-a $ HBI. 令 
F = IE: ECQ9, x 9,, S G A Gi) 成 立 }. 
读者 不 难 验证 多 是 4 类 . 下 证 S DE. WEGE — +, x 
Ars A € i (i = 1,2), 由 于 


TE 


tg, Š Als 
eo, € As 
Eln) = |” aE dar 
$s mE A 
成 立 , 故 

Pd)» tw E Ais 

P(E — _ 
KED = [ a 


P UA), x€ Ais 
PiE Con) = f ( ) "ç A 
成 立 , 亦 即 
PLEC) kau PAD XA m1) 3 
PCE Co) == PCA Ka C 022 
RY MA G) REH 


j. P(E(w))aP, — PADP(A) 


_ 1 P,(E(ax))4P;, (5.12) 


BU GDR. BD), E = A, x AEF, ECF. HHI — ë s 
Bš 1.5 知 Z DE) == , =, X .ez RIVER A A PAARI 
证 . 

WIE P, Po ESTEE. AEAEE AP n > lco, 使 得 
aiti =l, 2a = 1 Ëf 


. ]ő] = 


b 
PAP) < +o R >; ai” — A (5.13) 


m= 1 


将 4 如 视 为 前 一 情形 中 的 Q,, 而 将 A 视 为 前 一 情形 中 的 Q, T 
是 店 前 证 可 知 : 对 每 个 ms 2 1 8 

G) P,( EC.) A) 是 非 负 .sr 可 测 的 且 PEG (Y ATM 是 
非 负 .er 可 测 的 ， 


G | PEC DN AP) = | PCC) NA )APa 
m EE 
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再 由 测度 的 ?加 性 及 单 亩 收 化 定理 之 系 可 得 
PAEC0)) = D5 PLECA) 


PLE = > ACE GoD NAN AAY, 


í PEC) dP, = >| o PREC) )dP, 
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m=] s=] 4 


， PLE Co D) N AS YaP, 


=>> | PLEC) NA dP 


m=] p=) am 


= >>) | PECO n AP), 


一 人 PCECo) dp,. 
+- 


MESIE. IEZ. 
根据 引 理 5.1， 自 然 , RTE ,er X ,ee LERE P J: 


PCE) = | PECO dP (R| PE Goad) an) 
EEX a (5.14) 
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由 (5.12) X (5.102 成 立 , 若 果 能 证 明 这 样 定 义 的 了 是 r, X.er， 
上 测度 的 话 , 于 是 我 们 就 证 明了 独立 张 积 测度 的 存在 性 。 如 果 再 
能 证 明 在 .sr X .wr 上 任何 满足 (5.10) 的 测度 P 都 有 PP 的 
话 , 划 此 测度 是 唯一 的 . 

引 理 5.2 若 (8;, .eriyPi) Gl, 2) 都 是 = 有 和 穷 测度 空间 ， 
财 由 《5.14) 定义 的 .ar, X .er EB) 5 38 Ek p E: z # 25 WH Er B. 
(5.10) 成 立 。 任何 满足 (5.10) 的 ,er，x .er: EWE P 8525 p = 
P. 

证 只 验证 0 加 性 成 立 , 测度 的 其 余 条 件 显然 满足 。 由 单调 
收 敏 定理 的 系 及 GDA HEE Esn > 11C.sri X wi 且 
E, NEn = $ (a =m) E 


(> 一 | „(Èe Jen) dP, 
-1 102 Ealen) ) ) aP, 
7 j. > PE Cen) aP, 


一 > |. PaE aCe) )qP, = > P(E,), 


m= 
所 以 4 加 性 成 立 ， 由 (5.13), 令 
Em A x APEEF, 
H 
PCXE;,,,) = P,C AF2) : PLAP) < 十 oo 
(m,n— 1,2,3, >), 


R x Q, = >: > n... 


m=] s= 


TA PEAH. HH (5.12) 知 P 满 足 (5.10)。 用 4-n 类 方法 
EE. X r EPSP, Xİ m, n 21, S 
E = (A, X A A Ea AiE ahs 
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F yn = YE: Ef] E, € ər, X 
BPN En) = P(ENE,,)}. 
TR @ 是 地 类 日 对 任意 A, X ALAE hEDA 
PRUA X ADN Em) = PÈC X ADNCA x Ay) 
= p( ALNA x< ANAY 
= P ANAP X A,A) 
= PA X ADN Em) < +0, 
#r 区 CC 下 mn， 容易 验证 F ws 是 4 类 ,因此 
AX a HE CF manel, 2,3,1), 
录 却 对 任意 Ee X er, M m, n 22 1 #645 
PCE N E md => P'E N Emad. 
Fm, n 求 和 得 
PCE) = Ñ DOPE N Ena) = > E PEN Ene) 


m= 1 mw =] m=1 
= P'( E). 
所 以 在 .wr X .er F P =m P', WEF, 

引 理 5.2 证 明了 独立 ( 即 满足 (3,107)) 3BERIEF P #E (Q, x Q,, 
,sr X -se 上 的 存在 性 和 唯一 性 。 因此 我 们 可 引进 下 述 定 义 ， 

定义 5.5 i (9, ois PO fll (9,, vs P.) 者 是 z 有 穷 测 
度 空 间 , P E (Q, x @,, .xZ, X .ez 上 满足 

P( A, X Aa) = PAD : P.C A), 
AE .w u A; ay 
的 测度 . 出 称 为 PP 和 PP; 的 独立 乘积 或 直 积 测 度 , 并 以 P, x P, IB 
HEIRE P. ERCO X 名 ;ar X as P, X P,) 232 > TI BE SE (Bl 
(9,, ,er P.) AA COn er, PO 的 独立 乘积 或 直 积 测度 空间 ， 

下 面 我 们 要 讲述 一 个 关于 独立 聚积 调度 空间 CQ,X O,, er >< 
a Pi X P) 上 的 积分 ( 称 重 积分 ) 与 每 个 分 支 测度 空间 上 的 积 
分 5 累 次 积分 ) 的 关系 . 这 在 今后 有 重要 用 途 , 寡 读者 熟 记 之 。 

定理 5.2( 健 比 忆 定理 ) WE (O;, ,aris P) (i "1,2) 是 5 有 
a mMERH, (2, X 可， er X sZ, P, X Pa) 是 它们 的 独立 续 积 


16d = 


测度 空间 ， 若 条 伯 
(F) X(a, ax) Z (Q, X 0,, eri X ar) LIENT WRR 
(F Xm o,) R (Q, x Q, er, X efas P, X P.) EPER 
AA. REZE A 


G) f, X Cos eD4P; Ë COs erd 可 测 函数 ， 
|, X Ceos m)2P, Ë COs, era) PIRU. 
HEH (F,) 条 件 下 ,它们 还 是 a. e. 有 限 的 . 
Gii) j... XC, mjdP X P, = j. j. par wap dP, 
一 | I XCe,, eapj dP, (5.15) 


HE 先 证 条 件 (Fi) 清 足 的 情形 ， 根 据 可 测 函 数 的 构造 性 定 
理 ( 定 理 3.4) 知 。 存在 一 个 非 负 的 不 减 简单 AA: 


Xr 02) 一 5 Ani KE (n wr) s Kæ a) € Q, X Q,, 
n > 1, 
其 中 aw 是 常数 ， E, €. X .ez 人 一 2 Kaan l l), 
使 得 当 # 一 oo 时 ,对 一 切 Cas o) € Q, x Q, A 
0 < Ra a, tX Cos w). 
利用 引 理 5.1 Æ (5.14) 可 得 ,对 每 个 j= 1,2,.……,K.，# 之 1 有 


Í Keres o 3dP, 一 | XEnita p 022 dPy 
D, O, 

= PCE wC) 是 (Qi .er PIA; 
Í Xens ra)aP, | Xni t) Co )dP, 


= PCBE, Co)) 是 (9,, a) am. 
h AAR R RARE TETRI 1 HEA z 2 1 A 


En 


Í Xalos wadP] 一 x fni L CN co,) P, 
3 i 


ini 
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_ > ax P,( E nike) 
t=1 
是 (A, er a WAR, 


K. 


Í Xalis odPi = Dia, | Xk, coi, oa 
1 i=] 1 


K, 
— > ax P,( E , ems)) 


NE (Qs ,ez 可 测 函 数 ， 再 由 可 测 函 数 的 极限 函数 仍 可 测 及 单调 
WEOE RE H fa , 5 z —= co 时 

| Xal wadad Pt |. Xs e) 2P, 是 (Q: . 1) T Mi; 

Í 于 (eol w )dP,Î | X (ao en)aP 是 (QO,, a) 可 测 ， 
PH (i 成立， 并 且 电 引 理 5.1 89 (5.11), 对 w 汪 1 还 有 


K. 
j. o Xale > o2)db, X P, == > aP, X Pa ÉE ,) 
9, i=l 
K, 
~ Dan |, PEDA, = | Í| XC, enanlap, 
=i 9, 2, d; 


= Sian f PEsiC 0) dP = Í. I Xalos co1)dP,} dP . 


令 * 一 o9， 利 用 单调 妆 误 定理 可 得 (5.14), JRE Gi) 成 立 ， 
次 证 条 件 (F, WENJE. A X lason 对 (OX ,eX 


.ar P, X Pa) 可 积 等 价 于 | X Coo mdh x P< 十 co， 而 
Xp m) Æ (A, X Gari X ra) 上 非 俩 可 测 函 数 ,由 前 证 知 
f X Ceo, wo2)dP; E: (O,, r) TANER, 


| x= Ceos, mo)aP, 是 (9, ar;) TER 


oef 


Xt ws wa dP X P, = j II Xt s w1)dP:} dP; 
A : a, Up, 


a iG = 


一 Í. I Xt Cts cap dP, < +°, 
因此 | 
j. XF Ço, m;2dP, 还 是 ae. [P,1 有 限 的 ， 
|. X*+ (tos t.) dP, 还 是 a. Ç, [P;] 有 限 的 ， 
AAT Bi X = Xt — X" 及 积分 的 线性 性 有 
| X (ta), coz)dP; = Í KTC, twa) dP 
G; a, 
一 |. X (Q wdP, 
Æ a. e. LP] 有 限 的 . 
人 X (eo, s dP, == Í, X (eo, oz) dË, 
| _ |. X 《ly @2)dP, 
Æa e Pl 有 限 的 ,并 且 
Í X Cios dP, X P, 一 Í X (o); dP, X P; 
-9,5 9, PA, 
— faxa, X Cos odP, X P, = j. IN X*+ leos ap dP, 
7 |. I. X (e, ea)aP,) dP, = |. fa XTC s tor)dP, 
= j. X {ws op)ePi dP, = |, IN LX" m, wa) 
— X Ceo, wa) 1dP,rdP, = |. Il, X( o, w)dP,} dP,, 
同 理 | 
Í xo X Cas wa) aP, x P, = |. [k Xl, wap Py, 
因此 结论 GO GO 成立 ， 


本 定理 利用 S-F 系 方法 证 明 更 为 简便 , 先 对 条 件 (F2) 证 
之 . 令 
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= [Xs c); Xl co ZE (Q, X 全， et X ¿mas 
P, x P,) LARE}, 

A 一 {XLo w): X (a), co) 是 .ee X a = oo) 
可 测 函 数 )， 

as oo:X(Co wy) 使 结论 G) 和 (iD 成 立 }， 

Eh g — (4, X Ai: A Ei AEn 由 性 质 4 知 它 是 x 类， 
又 因 关 可 积 等 价 于 X* 可 积 , 故 知 sZ 是 加 减 系 ， 若 能 证 明 Ie — 
EA EZ R MI| 29” ry se C 22, REF) 下 定 埋 的 结 
论 G) $H Gi) R. 首先 验证 r cZ, 

设 AEL dE ays E = A, X A: I 


ECoD = [| o Edis 
$s w € Afis 
Ars € Azs 
Eln) 一 1 2 3 
+, ty C Az 


根据 性 质 8 


|, Xgl, toy) dP; k j. XE (o; )8P; 


_ l Xa Ceo) Xs wadP, 
. -= Xa CoP A 
是 E r) NARE a, ë, IP, gR, 
j Kel coi st022d4P, = f Xak) SAC 
8. 2, 
== P,( A,)X (2) 
是 (名, .er;) W WIPS 38 H. a. e. [P,] AR. 
| Xeles wa daP, x P = P, x P,( E) 
0,9, f 
=P, x Pl x 4, 一 POCA) - Pt A); 
Í Í (ooeo)dP dP, = | Xa COP A2)aP, 
2, (Ja, -D 
= P (4) * Pl A), 
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j, I, Xs, oa)aP | 4 一 j. PCA YX (zo )dP, 


= P,( A.) PA). 

因此 结论 G) R Gi) E Xana (f € ars Ay € Jer) BR AZ, Br P 
lC. 下面 验证 2Z 直到 #: 

CL KC oj) = 1, REX Co oy) 一 Xo xa, o) 由 上 
证 知 Xora, oz) € W. 

CLO 线性 封闭 性 j X XE PE seise, ERR JM X Cons 
m2) 和 和 Xas er) 使 得 结论 G) W Gü) Ra. PIIA A K R 
分 的 线性 狂 可 得 i 

L ws 2) + cX 0s » 02) 

满足 结论 G) A Gi), HI eX, + zX; € 全 

(S573) 单调 概 限 封闭 性 {Xr > 112 ,0 < X,1X B 
X€ s E X43413. MUSTEESE s 2 1! # 


G) | x.Coo oa; E ase Pi] 有 限 er, 可 测 还 数 且 是 不 


RAL | X,CGoo dP, Ea. e. [PIAR a TMERRE RRR 
列 
G) | Xa ena x Pam | Í| x.Ca,, oDaB;) aP, 


= |. N Xans mp aP,, 
令 2 一 co, 利用 单调 收 伍 定理 和 可 测 孙 数 的 极限 函数 仍 可 测 得 知 
G k. X (iors wx)aP; 是 .or 可 测 函 数 ， 
|. X Ces oa)dP, 是 .ar 可 测 函数 ， 
Gi) faa Xs a)dP, X dp, = j, Í. XC, e)aP,] dP, 
= j, IN Xl, oa dP 
x X € 时 ,区 | a, [X Cors co) dP, x P, oo, FH Gü) ag 


g,” 


=. }ģDa 


得 G) a e 有 限 成 立 ; 34 X SRE, AA G x 9,, Jeri X -ora 
P, X P) 的 0 有 穷 性 , 亦 可 由 Gi) 导 得 G) 的 a.e. 有限 性 ,改革 < 
上 
HRH C) 的 情形 , 令 
s" 一 {XC w: Xos D E Q, x Q, LEMY, 

显然 se' 是 加 减 系 , 这 时 定理 5.2 等 价 于 证 明 se#' Nee, Tú 
这 只 须 证 fwC 窗 H A E 系 即 可 ， 前 者 已 证 , 向 者 可 类 做 
(F,) 的 情形 证 之 .证 完 ， 


例 7 计算 (R) | P cose + ydxdy toti. 
因 GD Í f cos(x + y)dxdy 一 | cos{x + yda X as 


0 [Ü.11x 101] 
Erke E LME., 21 (Q, .mr P.) = ([0, 1j, ÆU, 11, 2 
(= 1,2), 38[0, 1] E [0, 1] 上 的 波 莱 尔 集 类 ， 由 于 cos (z 十 
y) 是 二 元 连续 防 数 , 易 证 , 它 必 是 更 10,1] x 2210, 1] 可 测 的 . 
国 1ceskx 十 73)| < 1, REL cos(x 十 y) 对 《90,1] x [0, 11, 
[0,11 x AiO, El, z X p) 可 积 ; 由 健 比 尼 定 理 知 


] 
+ y)dy X a= {i cos (x4 dul d 
fonaa cos (= y) # r | [Ou C y) a # 


m CRY Ê {R |; cos Ce + y)dy} dz 


-0 
= (R) |; Csin G + 1) — sinx)dr 
= — cos? + cosl + cosl — 1 
= 2cosl — cos2 — 1. 
Pla 设 {Xn 22 1 是 菲 负 .er 可 测 芒 数列 ,， (O. . =, 
P) E: o 8 25 WU BE 2 [HJ , 则 
>] x. e=] 2 xa. 
s= 1 "l PET 
证 H (a.a P=, La a P, Ga an Po 总 ,一 
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所 以 af k coser + y)dxdy 一 2cosl 一 cos2 — 1, 


11.2,3, 01], ua A) = A URAS T ŠK. A iE: 
Xalto) = X(m,n) EE Ef 9 X Z; aj Mey, 由 溥 比 尼 定 理 的 
(5.14) 得 


E] 


> | ndP = |. 0 X lns wa)dP,} dP 


*#=1 


= [ H X(ro, ， cap a 
Jo, Lda, 


= |, > X,Caj)gP. 


前 看 我 们 建立 了 两 个 因子 的 委 积 容 疗 的 理论 ， 现 在 我 们 来 研 
完 怎 样 将 这 个 理论 扩充 到 有 限 个 因子 的 场合 ， 设 ” 是 任意 给 定 的 
正 整 数 ， 令 

4 一 co 
cd 
称 它 为 以 4, G = 1,2,.…,#) 为 边 的 » 维 矩形 。 其 他 关于 乘积 
9 域 及 独立 彝 积 或 直 积 测度 的 构造 方法 ， 也 完全 可 关羽 于 两 个 因 
子 的 情形 ,只 不 过 相应 地 多 增加 一 些 因 子 办 了 .自然 会 想到 ,是 否 
可 以 利用 归纳 法 ， 逐 步 由 低 维 构造 高 维 呢 9 为 此 ， 我 们 要 探讨 一 
PATRE”, 正如 同 对 于 一 种 代数 运算 一 样 , 它 是 否 满足 结合 
律 的 问题 ,例如 Ais das As 是 三 个 集 , 不 改变 它 的 顺序 我 们 可 作出 
ZAR, CA. X Á) X As, A, X (A, X A.) SA, X A, X An E 
KE BJ Sk S FRITTA RARER FRSE 显然 , 它们 
并 不 是 由 相同 元 素 组 成 的 ,将 (Liors wa)» wa) 和 (wus oa o) EA 
起 来 是 不 对 的 ,然而 在 上 述 三 个 积 集 的 两 个 之 间 , 存 在 一 个 很 自然 
的 一 一 对 应 关系 ,这 就 是 使 点 
(Cens o), taa) s Cims 《as 02)) 和 《ms caas 003) 

相对 应 的 关系 ， 对 于 乘积 空间 中 的 那些 使 我 们 感 兴趣 的 结构 性 的 
性 质 ( 如 续 积 测度 的 构造 。 傈 比 尼 定 理 等 ) 来 说 ,这 个 对 应 关系 ,能 
使 但 们 保持 不 变 , 因而 我 们 可 抬 它们 视 为 恒 等 的 。 从 而 , 可 用 归纳 
法 把 二 维 扩 充 尖 x 维 上 去 . 
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设 了 是 任意 给 定 的 无 限 个 元 素 的 参数 集 ， 常 用 的 是 TT 一 (1, 
2. 3, D T = la, 5] m T = (a, b) 等 ， (Q, es P,) 对 每 个 
+e T 是 概率 空间 ， 自 然 我 们 定义 0G ET) 的 乘积 空间 为 


H Q. = {Con € TY ol) € Dt € T). 


但 在 II Q, HAARR. 域 和 独立 绞 积 或 直 积 测度 , 就 不 是 很 明 


显 的 了 . 我 们 将 看 到 P,(9,) 一 1, + € 了 (概率 空间 } 在 独立 乘积 测 
度 的 构造 中 卢 有 特别 重要 的 地 位 ,不 是 一 个 普通 的 条 件 . 

在 构造 无 穷 准 乘积 " 域 时 , 自然 要 借助 于 有 限 维 的 结果 .如 
下 的 “可 测 柱 集 " 起 着 有 有限 维 情形 由 的 可 省 矩形 的 作用 ， 以 它 作 为 
AR, 

定义 5.6 设 (0,, .er,) 对 每 个 :ET 都 是 可 测 空 间 , TES 


BR, Tu 是 了 的 有 限 子 集 ,( ][ o JI .sr, ) 是 有 限 维 配 积 可 测 
Th ETN 


SH, BTN € H .er 我们 把 [T 2, 中 的 集 


EET 


Bn x J| a, = {Cot ET): Col), tE Ty) EBT, 


mC EQ , € T — Ty} (5.16) 
称 为 -一 个 可 测 福 集 。 BTN 称 为 该 柱 集 的 可 测 底 ， 令 
YT 一 { 一 切 可 测 柱 舍 全 体 } 
= {Bx [I a, 对 任意 有 限 集 ， 


ETT y 
Tw = 5 rn CT AER BT € aZ, > 
X …- X S yt (5.17) 
其 中 .ar X .ar X +-- X y EE m. s no a BU 3 
积 o 域 (参看 前 一 节 )， 我 们 把 ol 儿 站 称 为 {wi:i € T) BS 38 H 
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oW [|] .ww 表 之 . 

RAEE ge 是 一 个 域 ， 在 T Lye X EPS 38 PT 为 

Ga x 了 a.) =P, X P, X +. X P, (BS), (5.18) 

ENT y 
其 中 Pa x Pa Xoe x Piy 是 前 节 中 定义 的 (0 m no Pui)» t = 
1,2,- > N BUSB AF3 FASE SB HE. FRH 
BTN = A, X An X X Amo hyE q 
G -= 132,77- N); 


则 
P(A, Xr X A, > [[ 25 
= P, CA) ` Pi (A,,) ` ` "Pe A rw). (5.19) 
由 于 同一 柱 集 的 表现 形式 不 是 唯一 的 ,例如 
B™wx To=(B™wxo,)x I s, 


rT Ty KTN + 


m= (BN X Dup X X Owed X ]| 2 


ETNEN Am 


fN 


(m = 1,2,3, -Js 
同时 ,还 如 能 与 排列 的 闫 序 有 关 ， 因而 一 般 说 来 由 (5.19 E Na 
P 与 柱 集 的 表现 形式 有 关 ， 但 由 于 我 们 假定 了 PC9) 一 工人 6 
T), 插 利 用 有 限 维 独 立 葬 积 测 度 定 义 及 (5.18), RIA: ”对 任意 


Tw = {n, fs 了， 


Pr( (ps X Q, xX- XO. x TI a,) 
I SEINT Najm 


= Pa X PUXO X P,, X *'+ X P, a Í BTN 
X Q, X +: x Dinya) =P, X P, Xe 
x P, BNP CSS 7 `P, sal 9,,,. a) 


= P, XP, X X Pf BTN) 


= p(B" x II a). 


tery 
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显 热 , 它 与 排列 顺序 无 关 ， 故 (5.187 E SRU PT SEE BU 3: 316 x: 
和 了 中 点 排列 的 顺序 无 关 , AmE- TAERA, Tiei 
集 函 数 是 域名" 上 测度 ， 

515.3 ¿ET 是 由 (5.17) 定义 的 域 ,， P' 是 出 (5.18) 定义 
RS, M) pr 是 rr 上 概率 测 庭 

证 Ti P Ege 上 非 负 ， R. 


PCA) = 0, Pr (H or) 一 PC9) = 1. 


余下 的 只 须 证 5 加 性 成 立即 可 ， 先 证 有 限 加 性 成 立 , 设 Aio AIE 
ETH AIDAT = p, 则 对 i = 1, 2 5 
A= BY: x O, 


reT -TN 


Ti 一 (i 3 Pa “9 lC T 且 
了 


BE or. 


serfi 


仿 Tw = TRUT DEARER Tw 二 了 ,对 i 一 1,2 还 有 

A= Bx [{ 9, 

T-T 
(i) : 
其 中 Bh~B ux I ae Jis 
seTp rif ITY 
HF A NA = p AEL BIYA BIN = p, H (5.18) 知 
PAI + A3) = [PCB + BIY) 


ETN 


= [[ P.C BIN) + JI Peso) 


tEFy 
= P(A) + P'( As), 
Bjl Pr gT 上 有 限 加 性 成 立 。 由 测度 的 连续 性 公理 与 9 加 性 的 
等 价 定理 ， 我 们 只 需 证 ， 对 任意 {4a n > lcg H Aie 有 
P'( 4140 RIEF, 


“74. 


我 们 用 反 证 法 ， 假 若 不 然 , 则 存在 一 个 上 > 0 使 得 
PIT) BEDPDO (a =1,2,3,-) 
成 立 , 因 {Ann 之 CET, Sk AT 可 写 为 


A= Bmx [| o B Bre [[ . Z, (s > 1), 


ET eTa 1ETs 
不 上 兴 一 般 性 ,不 妨 设 T, = 人 fy" tals 而 


Tap 一 


令 
FP = feon: H p,.CBls(e,)) >E} Ci = 2,3300), 


EF gir, 2 


其 中 Bilen) 是 # 维 集 BI 在 o, 点 的 截 口 集 ， Fa 93 EREE 
的 构造 (5.11) E (5.18) 可 得 


PYA) = TI PCBY) 


r € Tp 


= Í H P Bin( eo, ) YaP, 


8 
H ETa i, 


_ | H PUBA Dap, 


i ñ 
FD veza ry 


Tl PBC ab, 


+f 
19, -FD ery) 
1 
=< P, ( F?) + (n = 2,3,0), 


EP (FD) >e 一 三 =E (a 一 2、3,''-)， 男 一 方面 , 由 Lal: 


n> PRERE {EP 22 1) 也 不 增 , 根据 Pi 是 (904, ar, 上 
概率 测度 ,可 得 


P, ( N Fe) = fimP (FH) >> =, 
n= 2 z Me x z 
# [FP os 和 所 以 存在 一 个 点 e, EFP (a = 2,3,4), PEB 
n=] 
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{mn} x BoD x [f S<, 


了 下 人 
gi PBC) > T, Cn = 2,331: -) 


tT rt 
R. BA (AT 21) 不 增 可 得 它们 在 点 5, 的 截 口 集 AD): 
n Z 1} 也是 不 增 的 .并且 i 


Anl) = BID) x TI Qs 
PE-XA D = II P(Bh(s,)) > A (n > 2), 
tf Ela—{tt} 
EEH ATC) 代 AT, D. Pro fe Pr, Dl A i e 后 得 知 , 存在 
Ae E Qao 使 得 
[aar Dn) x Bt Hi) X II QT Ak. 


*€T-—T, 


TI P,(Br(6,,G,)) > A (Gn =3, 4,5). 


iri: HEA N 2 1, 3 n > N + 1 hF, RFEA 


Cm, re Sy?) X BD, Dns tt Ey) 


x JI 204, 


1 ETT 


& 
TI PKB Gns `. sD) = 7N? 


fT, TN 


其 中 BIO, (e, "Diy ) 是 * 维 Bs" EN HER C Dn ntt 
Gay) EROE. < T= las tto fno --…}. 这 就 证 明了 存在 
— 


{By Bno E X oc 4, 
B N 47 和 $, 这 与 4744$ 矛盾 。 BRRR, Ae rADo, 
这 就 证 明了 连续 性 公理 成 立 , 从 而 引 理 得 证 ， 
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定理 53 (存在 唯一 性 定理 ) 设 (0,, .os P.) t ET 是 概率 
空间 , 则 在 乘积 可 测 空间 ( TI 2 T .er,) 上 存在 唯一 的 概率 测 
= PT 使得 对 任意 可 测 柱 集 (5.16) 有 

Pr(B™ x H 0,) = Pa, X Pa X «+. X PC BTN) 


RE 了 一 了 
= JlPB™), 
1ETN 
其 中 
Tw = {a fortets tw} Te 
P, X P, X --+ X py 是 
((@,, ,ar Pt € Ta) 
的 独立 匡 积 测度 . 
由 引 理 5.3 及 沉 诬 的 后 谨 定 理 即 可 证 得 此 定理 ， 
PN 57 设 (0,, .er o’ PO a ET REREH, P 是 满足 


(5.18) 的 [] r: LAIME. RATE PPRA {Par € T) BJ Rh xr 


乘积 或 直 积 测度 ,以 J P, 表 之 . (TI 2 TI r TI P.) 820 


{C9 er Por € T) RA SE IH pk Et #R M Z= Rj. 

独立 乘 祝 油 度 空间 在 概 府 论 四 研究 独立 随机 变数 列 ( 或 小 ?的 
存在 性 理论 方面 起 重要 作用 但 在 研究 一 般 随 科 过程 《 非 独立 的 
随机 变数 族 } 的 存在 性 理论 阿 ， 必 须 寂 及 到 无 穷 稚 乘 积 可 测 空 间 
上 , 非 独 立 乘 积 测度 拓展 的 在 在 性 和 唯一 性 冯 题 ,有 兴趣 移 读 者 可 
参看 [12] rh *83. 下面 一 节 也 将 涉及 这 一 问题 . 


$ 5.4 ”高 维 分 布 函 数 与 L-S 测度 


本 节 的 自 的 就 是 要 把 第 二 章 s2,4 中 关于 一 维 分 布 函 数 和 L-S 
测度 的 概念 及 其 对 应 关系 推广 到 高 维 情形 ， 
ix (Q,,. ) = (R, E) G= 1,2,3, np E tH R = 
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(一 0 ,十 00), 2 是 一 维 波 莱 尔 集 类 . © 
R" 一 I a, g= ]] .or 
i=i i=1 


我 们 把 (R°, B) PR r 维 波 菜 尔 可 测 空 间 ， 易 证 ， 
B = ol E) = oA), (5.20) 


其 中 他 ,一 [全 你 形 如 了 G, 51 的 矩形 之 有 限 不 相交 和 | 


;一 | 会 休 " 维 半 无 穷 区 间 T (o, 51); 


E = ii r EACE RH; 

,一 (2 k a ARE. 

定义 5.8 # n ELAR Flr, fttt za) w € R G = 1,2, 
3,. n), F FE JR: ! 

(DO 对 每 个 z; 是 木 减 且 右 连续 的 个 一 1 2 n), 

( D.) lm F(x, za yxo) =0(; = 1,2,2), (5.21) 


lim F{xss rast ts z J = F(+oo, +c, -.., 


Ep X. = T = 
+%) =l, (5.22) 
(D) 车 一 < a; = b; < 十 co (i = 1,2,--. n), hu) 
Pltas bils Caas IPEE "sss bal) 


= F(b bast tta ba) — > F(b, tee, jais fjs Diris 


1=l 


..., bn) + >: F(bo "5 Dimis ajs Pjyis* s 
PKS 
BR-1s Ags DK+i5 ` `° ETA — 
+ (—1)°F(ai, ggs? T’ ap) 2 0, (5.23) 
则 称 Fritts z.) 25 n SE aB 3 2 fa bA 3k. 
REE (D.) 在 二 维 情形 化 为 
F(5b,, bx) — Fb, as) — F(a,, bx) + F(a, ap 2 0. 
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直 疯 地 说 ， 这 表示 在 矩形 (zo b] x (azs b,] pg E dF $ BS 
《如 图 )。 


x Chih) I {hba} 


E ag 
"i J Chm) 


1 1 
一 -一 一 -| 一 一 一 -上 —— l æ 
4 š, Ry 


条 忻 CD,)》 和 CD,) 满足 的 函数 ， 一 般 未 必 庙 足 条 件 ( D.) , 这 
一 点 名 由 下 面 例子 看 出 . 


例 9 设 
FG.) = |" #Er< 0,52 r + y < 1, 或 yy < OFF, 
| 1， 在 平面 上 其 余部 分 . 
RARE (D) M (D), 但 
1 

F(1,1)— F(1, 1/2) — F(0,1)+F (0, L) _ 一 1. 
FFO (D) 不 满足 . 

例 10 VE (x my yzro) 是 = 元 非 负 连 续 函 数 , 则 


F(xis es" Za) 一 É W of Ga, 22.5 w.) 


Xy dx; ` “dr, 

E n EEDAN. 

例 11 设 Faa), tts F,Cz,) Bš E 28: kp E 2y a PE 3 , 则 

Fia, zas", Ra) = FCx1) ` Fa xa) ` F (za) (5.24) 

是 = 维 概率 分 布 国 数 ， 

对 于 任意 给 定 的 = irt E B FO, ta ''' xz.) EF 上 
用 (5.23) 定义 测度 : 对 任意 — cos, =< b, < o G = 1,2, 3, 
2) 


“(TI (z, %1) = Fh Ca, é] >Ú das 5], sans balis €5.25) 
i=l 
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而 形 如 [] CG, bl 的 不 相交 有 限 和 的 测 医 ， 定 义 为 各 个 测度 的 
iml 


和 ， 仿 第 二 章 S2.4 关于 一 维 情形 的 证 有 明 易 证 ,js EE ER q, 上 的 
概率 测度 ， 电 扩 张 定理 ,存在 唯一 的 c(”,) = ag" 上 的 概率 测度 
RE 使 得 《5.257 成 立 ， 等 价 于 ; 对 任意 实数 AG = 1,2, ns 


ar ( T] (=o, b1) = FCs botta) He (5.26) 


成 立 《 共 中 上 是 常数 )， 我 们 常 把 这 样 的 pr IRH CR”, æ) 上 的 
由 分 布 范 数 己 产生 的 直 -S 测度 . 
EZ HER CR", A7) 上 的 概率 测度 nE 


F (ay mato z.) = e (II (—00 ,01), 


则 ECs xs) 是 维 概 率 分 布 隙 数 ， 于 是 我 们 可 得 如 下 对 应 
定理 . 

定理 5.4 关系 式 (5.26) 建立 了 # 维 概 这 分 布 涪 数 F (相差 
一 个 常数 时 , 视 为 “同一 ”的 ) 与 《8", s9") 上 概率 测度 jr 之 间 的 
一 一 对 应， 

设 Xlo), Xlo), Kofo) 是 概率 空间 (9, .er ,P) 上 的 
随机 变数 ( 即 几 乎 处 处 有 限 并 可 测 )，。 购 

F xais 工 3 tt En) = Pea X lw) S ts XLo) 

=< Way "5 Xato) = taD 


= r(x* (TI (一 oo， s:1)) (5.27) 


E n ERRO WARO FP XX(@) 二 (Xi(w)sX(w) ,X00)). 
特别 地 , 若 Xo tto Xa AEI B 
Faltas zat, Xa) = Fx Ca) ° Fa krad Fa (z,) 5.27) 
成 立 , 对 应 地 L-S 测度 ex 有 


t 


pox (TI Go t) = JI Faan bD (Gas) 
i=l 


i=1 


BRAZ. XET urx 是 一 维 测 度 EF y, 他 一 1 2 n) BJ hyr aB n 
或 让 积 测度 ， 

反之 , 对 于 给 定 的 一 个 4 维 概 率 分 布 画 数 下 [zt xn) 
是 天 存在 一 个 柏 率 空间 (Q, er, P) AHE EKBREN p HE Xea) 一 
(Ko 和) 使 得 由 (5.27) ERI FC x "o x.) 
一 ty tax 呢 ? BRER ER, PEERI 

Q = R", r = B", P == ap, 
ACO. tr "5 x,)) = (fis fas "5 rn), 


Rl) 

RA x". z J) r, (¿= 1,2,--- n), 
显然 ,对 每 个 了 一 l, 2 p. Xeda = (zu zz t'a xa) € R) 
Ee æ 可 浏 旦 有限 的 ( 即 是 随机 变数 ), 并 有 


# ` 
Fha bs", bn) = “(TI (—%, bl} 
i=l 


= ppl {Cx titt ty Xaia E htta m, = 5,1) 
= PAw X Ca) Eb XAO SE}) 
= F yl bis brsti taba) 
成 立 ， 特别 若 Festett xa) E (5.24) MU Xis Xis tt- X, 还 是 
相互 独立 的 . - 
以 上 我 们 研究 了 = 维和 分 布 函数 、L-Ss 测度 和 随机 商 最 三 者 之 
疗 的 对 应 关系 ,对 于 无 限 维 ,自然 会 想到 与 此 相应 的 问题 ,然而 , 这 
时 情况 要 复杂 得 多 . 
T ESR E, T, 一 {4, > `> fo} ET HE, R R= 


H R,, Æ 一 II Be PER, s87) 上 概率 测度 ， 其 中 R, = 

RGE T) 都 是 一 维 实 数 空 间 ，. 瑟 (zeT) 都 是 一 纤 Borel 集 类 . 令 
Fo, xi 22" ta ta) = PU COs z € T): z(n) 

= zu ft) S rt", eit) < x,]). (5.28) 

容易 验证 F eurolt E PRERE X.) E n 维 概率 分 布 获 数 ， 当 # 在 

ERR u ETU 所 =< s) 中 变动 时 ,由 了 通过 (5.28) 便 得 到 


a Bj- 


-RAA ERE i b 3k 
F — (Puun ta ot EBARA TCT). (529) 
是 然 分 布 函数 族 多 满足 下 列 二 条 件 C) E CCD 常 称 它们 为 
EERE: 
《CE 对 (1 2 n) BIE— HES] Cors n> ' * ta Ga) 都 有 
O Xs Zast ts Xa) 
= P aat aut, (xa, Xaa 5 Kan) (5.30) 
(CCo Wmm < n, HÚ 
F i argent Yis Ka t Em) 


= lim F ganet) Cti» Xart tty Za). (5.31) 


实际 上 ;由 (5.285 可 知 ， (5.30) 式 的 左 方 值 等 于 
CELOR rE T):x(z,) = ts Ttt’ xita) = za}) 
一 P( (xG). 1 € TO rt) SS xa st on) S Ra 


— ` 本 本 
F. a a Xasta Sanh 


外 此 得 证 CC; | 而 (5.31》 则 内 为 
lm PUCE ET 了 DO S r. tta Va) SS xah) 


Fpi Ay 


= P(1(z(2), z€ TJC) E wyatt a Cim) =< Fafe 
DEER RIIA CRT, E) 上 已 给 的 概率 PR , 4# #l| T 8 WL H 
PE S ERTA 25 E t RRE 多 . 
EZ. RE EREE RE $e #E05 3 25 E E JY a bB SK 
族 F 


多 = {Futo ts Xas tta Xer ET, 
i= 1,2,:-"*,n, n 2 11. (5.32) 
HRE (R', 397) LERF Kas BN BE PE, 使 得 对 一 切 正 整 数 n, 
LET G=1, 2," n), 都 有 


Ps, pe Cn Xa r.) 
一 Pid Erle), tE T):;z=( n) Sh Aatto z( z.) 
= rao (5.333 
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如 条 PF 存在 , 它 又 是 否 唯 一 ? 下 述 定理 断定 ,答案 是 肯定 的 ,加 而 
得 到 了 与 *# 稚 精 形 完 全 类 似 的 结果 ,只 是 PF 此 时 不 是 由 有 限 个 分 
HARTE- RERNA S ESWARA E. 

定理 5.5 《〈 柯 尔 莫 哥 罗 去 定理 ) 设 已 给 一 族 满足 相 容 性 条 件 
的 有 穷 礁 概率 分 布 函数 族 F , 则 在 (RT, 2) 上 必 存 在 唯一 的 
概率 测度 PT, 使 得 (5.33) 成 立 . 

证 朋 可 仿 $ 5.3 中 独立 乘积 测度 构造 的 思想 和 方法 逐步 证 明 
之 ， 不 过 要 将 那里 的 55.18) 式 中 的 独立 乘积 测度 P. x p, x< …， 
X Pao 相应 地 , 以 HEren CEZ 而 PPer 是 外 Fines CP 
mi azn) 及 (5.26) 所 对 应 的 L-S WE. 相 雁 性 条 件 是 为 了 保 
iE PE 在 可 测 柱 集 上 的 单 值 狂 。 严格 地 证 明 在 此 不 详 述 了 .。 读 省 
可 参看 书 [201. 

由 定理 5.5 立即 导 得 下 述 结论 : 

对 于 任意 给 定 的 一 族 满 足 相 容 性 条 件 的 有 穷 维 概率 分 布 函数 
F, 都 存在 一 个 概率 空间 和 其 上 的 随机 变数 族 (或 称 随机 过 程 ) 
XG, wm) :te T) 使 得 它 的 任意 有 限 维 联 合 分 布 函数 

Fue) (rasxay sYa) = F engia rs Xas t ma) 


{zs s.. sr IC T, 


“a) 


实际 上 ,我 们 只 须 取 
O = RT, (o = (xG), t€ TD), uw = g", P — PE, 
Km) = X(z, o) = x), t€ T. 
miy F a E Xe) Cais Nis "yg x.) 
= Pom: X, Co) S£ x;> '*" , X. (a) < nD 
= P GG, t€ T): z(#,) S xis* " * 5 Cla) S x,1) 


=n( H (esx JH R) 


SFERT taty [| 
`x 
= ffp. (=%, x,] 
于 站 及 
wr 下 ET tpi 
= F eeatt» LEND x.) 


NIBH EM 00, E AR T. 
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Ez 题 
L r = CO A;, Az, ph Gae LD RABE ex) X eza, 
2. 设 (RR, B) 是 波 莱 尔 可 测 空 间 , 试 证 
{Ces yr = y, z. y€ RJE BX S 

3.1 (Q,, .er PH G 一 1,2) 是 0 有 穷 测度 空间 . 试 证 : 若 
BE X .ay WI P, x PE) = 0 <> P(E Ca) ) = 0,2. e [P] 
R PCEQa) = 0, a. e. [P]. 

4. R e, x ,这 一 .oz X r G 其 中 2, 35 .sri 对 
P, 858 dk G — 1,2), A X AR X a Wb P, >x Pah 
完全 化 . 

5. 试 问 ,以 .er X war 代替 侍 比 尼 定理 中 的 .az X .ar 
健 比 尼 定 理 是 否 还 成 立 ?〈 提 示 : 利 用 第 三 章 习 题 【?))， 

6.12 Q, = [0, 1], .wi 一 Bl0, 11, P, = z (L 测度 ) G = 
1; 2 已 知 至 少 存在 一 个 集 EC [0,11 X [0, 1], 使 得 对 任意 x, 
y€ 0,11] 有 BCw) 及 [0, 1] 一 Ely) 部 是 可 列 僻 。 斌 证: EES 
10, 11x Æl0, 1] HEA z e [0,1], yE [0,11, E(z) K EC) 
都 是 glo, 1] 可 测 的 .其 中 E(x) 及 EOG) BRNO, 【提示 ， 利 
用 反 证 法 及 健 比 尼 定 理 )， 

7. 设 Xlo) Æ (Q, er) 到 (Qs .a r) (n = AWIE 

[Bh hh. iE: Alo) = (Xlo), X20) - , XÁC), - 


(o, ar) 8 (]I e, {jorni ewnaa na 


(6). GER. H ¿-= 类 方法 ， 并 证 明 (E7) = olr T), gT 
(5.17) MÆ m 


: F = fA, x A, XX A X H 2: 对 任意 的 Ty 


ETT 
= {as "NCT, AEL nsi 
本 
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特别 当 取 (8, or) (R, B) Gli, Z, -7t B Xe) = 
(Xe), `. Xs) ` .) 称 为 一 个 可 测 向 苦 ， 

8. W XC) 是 5 有 穹 测度 空间 (Q,, ors Pr) G = 1, 2) 上 
的 可 积 国 数 , 试 证 ; 

G) Yles oz) = Xlo) G = 1, 2 是 er X er 可 测 的 ; 

Gi) Y (ea, o) = X Kea) oi 是 .er X ,ms 可 测 的 ; 


Gii) Í, Y(o;, ez) dP, X = (|. X,Goo)aP, ) IROLA 


9.12 XG, WME: G) HENEN ER, XG, a) E, 
ar) aA: Gi) EAERI o€ 9, XG, o) 是 上 的 右 连 续 


BA. RE: XG, o) 是 2 x ,or 可 测 函 数 . (ax. 令 x,G, 


o)= 21X( Él, )xsay Q), EEX a) Ë 2 x 


K=— = "= 


Jor 可 测 且 X, — X 5 n —= co, ) | 


10. 设 XC, w) 满足 题 9 的 假设 , (Q. .ar , P) 是 概率 空间 , 35 
HER, XG, a), a. e, [P] 有 限 。 试 证 
ulir AXC, 0) = co = 0 ace. [P], 
RE z 2 L NUS. GET, MAREBBE). 
11. 设 F(x), F(x) BROARNA WE 存在 一 个 
概率 空间 (2, e PD 和 其 上 上 的 随 机 变数 Xis X,, 使 得 X, 与 X, $B 
MH Fx, = F, G = 1, 2), 
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ERE 广义 测度 
§ 6.1 广义 测度 的 定义 及 其 基本 性 质 


本 章 我 们 将 研究 一 种 在 选 论 上 很 有 用 的 广 头 测 度 ; 它 和 我 们 
在 第 二 童 中 引进 的 测度 之 间 的 主要 区 别 ， 在 于 前 淮 不 限定 是 非 俺 
BJ. SBS yE SO am F: 

定义 1 设 z 是 可 测 空 间 (《9, J.) L 8 58 3k O Ea + co 
值 )]。 妇 果 它 满足 下 列 三 条 人 性 ， 

(a) 对 一 切 À E Jer. (A) > —co, (6.1) 

(8) 存在 一 全 AE, E lA < +o, (6.2) 

(>) o 加 性 ， 对 任意 [4r > 11C. z H ANA = p (š >= 
DE 


? (È 4) = ZC, (6.3) 


虽 称 > 是 (Q, ,er) 上 的 一 个 广义 测度 ， 

上 过 定义 中 , o 扣 性 是 本 质 的 ,条 件 (8) 只 是 为 了 避免 讨论 那 
Phol A) = œ (A Er) KEDER. 条 件 Ca) 是 为 了 保证 (7) 
e 加 性 中 ， 不 会 出 现 + oo —= co 那 种 无 总 义 的 情 次 而 规定 的 
当然 , 也 可 规定 >( A) < 十 oo , 对 一 切 A € az 成 立 。 另 一 方面 ， 
ERHO) 有 意义 下 , ”不 可 能 既 取 到 “于 ce” 值 , 又 取 到 “一 oo” 
值 , 最 多 只 能 取 到 “ 士 o ”或 “一 co ”中 的 一 个 -事实 上 ，, 假若 不 
然 , 则 存在 二 个 集 Ais AE Ly 使 得 vA) = +o H zf 一 一 
co, 由 (6.3) REAREN, AARE r(A) œ 一 co v( 45) = 十 oo， 

yO) pA) + vAD = +o, 

PD) = yAD) + x( 85) = —%. 
#& > (Q) = 十 oo 同时 Me) = —co, 这 与 我 们 把 ”Too “和 “一 co” 
maA E. 
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J XUE RSS AREN ZIZUTEN 4 3 E. 
5 ZE X. THI . 吐 是 z 域 :所 以 可 篇 化 为 ; 

EGZ 设 v 是 广 闵 测度 ， 

G) Æ [CQ < +0, 则 称 y 是 有 穷 的 . 

Gü) 若 存 在 {Aw:s > 11C. B ANA =m oli > 站 使 得 


5 An = Q E. EE < -oO (n ki 1,2,3,:-.). 


则 称 > PS Ge 有 穷 的 . 
例 1 ik P,, P, E CO, w) LWR R. P, # 25, UJ 
vA) = PCA) — PLA) AE. 
是 (0, w) E M Nar, BHN P, EAAS), Bi > 
还 是 0 ASEE, A AA. 
例 2 设 X 是 测度 空间 (2, .or P) 上 可 积 函数 ,由 


(A) 一 j, Xdp, AE 


是 有 穷 广 义 测 度 . 

例 1 与 例 2 的 证 明 ， 读 者 利用 测度 的 定 久 及 积分 的 性 质 是 不 
难得 到 的 ， 

广义 测度 的 基本 性 质 ”读者 不 难 验 证 、 第 二 章 中 测度 的 基本 
性 质 , 除 单调 性 及 半 o0 加 性 外 , 其 余 的 对 广义 测度 也 成 立 , 因为 它 
们 并 未 用 到 测度 的 非 负 姓 .虽然 单调 性 对 广义 测度 是 不 一 定 成 立 
的 ,但 育 下面 较 弱 的 性 质 ， 设 2 是 (Q, ,sr) 上 广义 测度 . 

ERE CG) eip) 一 0 等 价 于 定 久 和 1 中 条 件 (0) 成 立 , 即 存 
在 一 个 À € .sr 使 得 |v( A| < 十 oo. 

Gü) BE, FE., ECF H. (F) < +o, BJ |>( E)| < 
-+ 50, 

证 G) 由 条 件 (8) 及 (6.3) 知 ,存在 一 个 4E .er 满足 一 oo 
<la) < to, HFE A 19 = $, 

DLA) pA + @) = w( A) tolh), 

所 网 elh) = 0, EZ EZ 4 — $ URH G 成 立 , 政 G) 成 立 . 
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Gi) H (6.3) 34 
(F) = (E) + {F — E), 

再 因 |>(F)| < +o, 故 只 能 VCE < +o, VES, 

细心 的 读者 , 一 定 会 想到 , 由 于 > 可 正 可 负 , 所 以 (6.3) 右 端 
的 级 数 不 一 定 是 绝对 收 化 的 , 因而 ，“ 级 数 和 ”可 能 与 {4。:n > 1} 
的 排列 顺序 有 关 . 但 下 面 的 性 质 2 保证 了 它 的 绝对 收敛 性 ,因而 ， 
它 与 44,:# 22 1} 的 排列 顺序 无 关 ， 

性 质 2 # la, > 1l1C.w B A, 12, => ó (a >e m)+ Hü 


Saa) 收 总 ,网 Sioc] < +o, 


#=1 


Ans vA) = 0, 
` + — 
iE < k sAn) < 0, 


[P r(A) 2 0, 

lAn PAn = 0. 

H 4, A, = (m °= s), 易 证 对 任意 n, m 2 1 *$ 
At f A; — p, As AS = p(n še m) 


x 4, — 514: + S A. 


m=1 m=1 


4; = (6.4) 


再 由 性 质 1 的 (ii) J > BJ e Mi bk n >: vlde) 的 收效 性 有 


Èa) 


*=1 


= |35 aa) < +0, 


{È az) < too, 


102 az )| < +“, 
根据 《6.3) J (6.4) 进而 可 得 | 
0 =< > vA) = v (> at) = | (>: 二]| < +20, 


n=l 


g > (— (Ay) 一 > TCF = —x (> 4) 


~ [38 » 


*=1 
r(A = lA) + >C AT, vA > 0, vA S&O, 
对 每 个 # 22 1 部 成 立 ， 族 
FCA) — 215848) + Š (laz) < +°, 
证 完 . 
£ # Saa) = co, 则 对 {46:4 > 1} 的 任意 排列 {4,1: 


=l 


n 2 11 都 有 pp 


证 假若 不 然 , 则 存在 一 种 排列 {4,:9 1] 使 得 D) 
„al 
ië, ME 了 v4,) ARA. ü, Dola) 的 收 壮志 
aal "1 


与 排列 顺序 无 关 , 故 > P(A) Wk, SATE RARI. 


$62 若 当 - 蛤 恩 分 解 定理 


在 例 1 中 已 更, 任意 二 个 测度 之 盖 , 当 后 一 调度 是 有 穷 时 , E 
必 是 广 广 测 席 ， 本 节 的 目的 ,就 是 要 证 明 反 命题 亦 成 立即 性 何 
一 个 广义 测度 y， 都 可 分 解 为 二 个 测度 PB 和 Pi, 使 得 户 有 穷 并 且 
> ~ P, 一 PP， 下面 的 分 解 办 法 为 车 当 和 哈恩 二 人 所 提供 ,我 们 就 
称 它 为 若 当 -哈恩 分 解 . 

定义 6.3 设 z 是 (0, .wr) 上 广义 测度 ， 若 集 EE .wr 具有 
性 质 对 任意 的 4€ or, WA CANE) 22 0 RANES 
册 称 吾 是 正定 集 ( 对 应 的 , 称 负 定 集 ). 

显然 , 中 业 既是 正定 集 又 是 仙 定 案 , 但 p° = 可 能 既 不 是 正 
ER, 也 不 是 负 定 集 。 为 了 证 明 存 在 一 个 负 定 集 五, 使 得 E: 是正 
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定 集 ,我 们 先 引进 二 个 引 理 . 
BIB 61 {Ese 2 11C.. 日 是 负 定 集 列 , 则 UJ E, 也 
mm į 
是 负 定 集 ， 
证 iE. n > 1} 不 相交 化 , 令 
B, 一 Es B, = EB t, B, = 卫生 BE 


由 (1.6) 有 f 
U E, = ` s, HB B,C E (n = 1,2,3,0). 


再 由 E, EMER. MAIER À 6 ,ny 有 
yABs) = (AB ,E,) << 0 (=l, 2 3 
改革 任意 4€ .er 有 
»(4 U E, |) = (a > B,) = Dv(4B) < 0, 


m==1 


所 以 Ú E, 是 负 定 集 . 


引 理 62 Æ BE .wr 满足 下 述 条 件 (*), 则 B 是 正定 集 ， 条 
BE (<): SERBE AE... AC B B.x( A) < 二 0 的 集 4 都 有 4 
不 是 负 定 的 ， 

E ARIE. 根 若 中 不 是 正定 的 ,， 则 存在 一 个 dae . H 
AC B, 使 得 >( A.) < 0, 四 条 件 (x) 知 A, 不 是 负 定 的 ,因而 存在 
一 个 Bo€ ar R. Bocdo 使 得 2(B6) > 0; 再 由 4, = ËB, + (A— 
B.) 及 《6.3) 可 得 

0 > >( A.) = x(B.) + x( Aç — Ba) 
下 CA B,) < 0, 令 A= A — B Wh RIE C 知 4, 不 是 负 定 
的 ,因而 存在 一 个 B, € .er HB. BCA, BoD > 0, 同上 理由 
知 
0 > pA = x(B,) + vA, — B.) 
所 区 (A B.)=<0, 再 令 4 一 4 一 B, ALBRET RIH 
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可 以 找到 一 个 不 相交 列 (B.:6 > 1YC sr. B.C AC B H x(B,) 
>0 Èn = 1,2, 3s"); 而 再 没有 其 他 的 中 共有 此 性 质 了 ， 令 


E = 4 — 3 B., 


==0 


MUJ ECA C B 有 EE 必 是 角 定 染 ( 和 否则 ,又 存在 一 个 B'€ .sr HBT 
E, (EI (B) > 0, ik B'E B.:n > 1}, B B' Y> 8, 一 ,这 
SATR {B.:n > 1) 的 性 质 矛 盾 ), 另 一 方面 ,由 | 


0 > o(d =pl E) + >(£, — E)=vy( E) + > rCB,.) 
s= 


K əx( B.) => ü (= = 0, l, 2,+.-), 所 以 Dy B.)>0, HoE) 
== 


<0. 以 上 证 明了 存在 一 个 满足 Be rs, EC g B x(E) < 0, 
但 E 是 货 定 的 ,这 与 条 件 (=) 矛盾 。 所 以 假设 错误 ,因而 了 是 正定 
的 .证 完 . 

注 [B.n > 1} 是 按 上 述 办 法 继续 作 下 去 而 得 到 的 ， 问题 
是 这 样 作 下 去 所 有 台 的 个 数 是 否 是 可 数 的 呢 9 假 荐 不 可 数 , 则 在 
在 一 个 s, > 9 和 无 限 多 个 {至少 是 可 数 的 ) (B; > 1} Cw 
B CA, BL” BIL — p (m še n), vB D a > 0 = 1,2,3, 


u), FE D, BCA E. 


» (>: B.) 一 5 (B) = +e. 
名 三 1 mn=l 
但 由 v2 C40) < 0 rl lalol 一 十 oo 从 而 根据 性 质 1 有 
B; . 
, (> )| < + 


Edu sest 38. MARA B By P OE ul 3k. 

定理 6.1《 险 大 分 解 定理 ) 对 任意 广义 测度 w， 都 存在 一 个 
集 B, 使 得 8 是 » BJA yE iu B° 是 + 的 正定 集 ， 

证 令 
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8 — inf {vy(B):B 是 + 的 负 定 集 }. (6.5) 
AARE > BJ fue SE , TD 2538 bn FYS 803638 E ZI, IN 
T F RU g£ X. 
我 们 首先 证 明 , 存在 一 个 负 定 集 B 使 得 »(B) 一 8 RER 
可 达到 最 小 )， 由 《6.5) 知 存在 一 个 负 定 集 列 {B.:n 2 11, 使 得 
£ 一 tim x(B,). (6.6) 


令 B = Ú Bo 由 引 理 6.1 知 也 是 负 定 的 ， 再 由 (6.5) 知 < 


(B); B-A ABEER 故 (B 一 B,) 一 v(885) 专 0， 
所 以 
CE) =B) + vB — B,) << >(B,) (n= 1,2,3,..*), 
A n — co, EH (6.6) AoC B) < #; Ais >2( B) — 8. 
FIE B° 是 正定 的 .由 引 理 6.2， 只 须 证 B° 满足 条 件 《*) ,用 友 
Eiz., BETE, 则 存在 一 个 4eE.eryad) < 0 R. AC B°, 
使 得 4 是 负 定 的 , 肯 由 是 贷 定 集 及 引 理 6.1 知 4 十 BB 也 是 负 定 集 


且 
B+ A)— x(B) + vA) < ñ. 


这 与 (6.5) F5. 故 B° 满足 条 件 (s), 所 以 B° 是 正定 集 . 
定理 2 (车 当 分 解 ) 对 任意 广义 测度 >, 都 可 分 解 为 
yy 一 y+ 一 py .其 中 vw 是 测度 且 vw RERS. Em Ar Ag 
(或 9 有 穷 ), 则 vt 也 有 穷 ( 对 应 地 ,0 EA). 
IE REM 6.1 中 的 负 定 集 B, $ 
r(A) =s ANBO, CA) = — (ADB), AE., (6.7) 
易 证 v*+ 即 为 所 求 . 证 完 . 
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在 例 2 中 我 们 已 见 到 ,对 于 测度 空间 (O, uro P) 上 任意 的 可 
积 函 数 X (o), 有 


yA) 一 | X(o)dp, AE 


是 广义 测度 ， 如 象 数学 分 析 中 


Fle) — [coa +e (r€ R) 


那样 ,把 F 称 为 1 URERA i I RA FUER ~ 2E, 类 DI 


地 ,我 们 自然 抬 ANAE er) 称 为 XCw) ETAR (Q,.ər, 
P) 的 不 定 积分 ;而 X(w) 称 为 » 对 了 的 导数 ,以 - 记 之 , 自然 我 


们 要 问 ,是 否 (Q, a) 上 任意 的 广义 测 产 都 是 其 一 个 .ar BI EI 
函数 XCwm) 关于 了 的 不 定 积分 氟 ? ERR, 那 末 又 在 什么 条 性 下 
TEWE? 本 节 的 中 心 问题 就 是 要 找 由 它 的 充 要 条 件 来 ， 在 实 变 限 
APEA Fa) 是 JK) 的 不 定 积分 的 充 概 条件 是 Ftx) hb š 
对 连续 的 。 本 节 的 概念 和 结论 是 实 变 艾 数论 的 有 关 概 念 雏 结论 的 
推广 . 

定 尽 64 i> NS JE (Q. . r) 上 广 广 测度， 若 对 任意 A 
€. H jela) 一 0, 都 有 vC4) = 0, 则 称 > 对 天 是 绝对 连续 
RJ. Gir 切记 之 .其 中 

lalla} = aCA) + a (A), AE. 
at 是 定理 6.2 所 述 # Ao. 
#l3 设 和 是 (2， P) 上 积分 存在 的 可 测 函 数 . 令 


DCA) 一 人 XG), AE r. 

则 ”是 广义 测度 , 并 且 x HWE CEOE) P # > < P sË 
立 。 此 结论 可 由 第 四 章 积 分 性 质 1 得 到 . 

例 1 设 号 一 11 2，3，… 115 = = S(Q), CA) e ARÄ 
的 个 数 (46 -or) mA = (一 0 二 (4e or) n E L M 

k € A 
Er. 显然 ， 
la l4) 一 a TOA m ptala) = 0, 


ked 
aLL — O fü r1 = 1, (4) = 0 Hj 
aA) = Cp) =), 
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Ék > < = RH. = < yy p < V3 但 > < 点 不 成 立 ， 

例 5 WOO = [0,1], a = S(Q), . r, m (9. b}, y( A)= 
4 中 点 的 个 数 . 上 是 工 测度 类 似 例 + 所 证 知 ， 考 虑 > 和 闫 是 
(0, r EWER, > < 站 不 成 立 . BESE AMECO, ara) 
EMERI > < 站 成 立 , 因 为 这 时 pA) 一 0 (A 6 eri) 当 且 内 
当 4 一 中 成 立 ， 

我 们 称 二 个 函数 是 相交 的 ,除了 它们 对 应 的 值 丰 赔 外 ,还 必须 
去 求 它们 的 定义 域 也 相 厅 .同样 ;我们 说 二 个 广义 泗 度 是 相同 的 ， 
当 且 只 当 它 人 科 的 定义 域 及 对 应 的 值 都 是 相同 的 .否则 就 应 视 为 不 
间 的 。 俩 5 正好 说 明 这 一 问题 。 希 读者 注意 之 . 

引 理 6&3 设 关 和 ?是 (8 wr) 上 广义 测度 , 则 下 述 三 人生 和 件 

(a) > < Bs 

(b) rta R v” < m 

(c) jal < lal 
ERES tB. 

证 EaR, MU xP Em A 6 . r, 33 lalla — 0 r 8 
x( 4) >= 0 成立, 设 B 是 定理 6.1 中 关于 5 的 Haho DER, 于 是 
H FARM: 

0 & lel (BNA S lall) = 0, 
0< jal CE NA) S lall) = 0. 
Em > < ajia 
HLA) = >x( B 1 A) = 0 fay (A) = BNA) = 0. ` 

这 就 证 明了 (b) RI. 

H (b) 利用 | — >t( 4) + > (CA) 可 导 得 (c)。 

A Ce) 利用 0 =< pOl = I |C Ay BJ SF48 (a), 
AAT (a), (b), (e) 相互 等 价 ， 

定理 63 WA r PASAM ë E EAS 4 S ND EE, Dj 
y < a 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 5 之 O, 都 存在 一 个 > 0, 使 得 
对 每 个 可 测 集 4 当 alla 之 8 时 有 |v1(4) < £ 成 立 . 

证 AREE., EGZ E, BETR. MERA s, > 0, 
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对 每 个 3 一 T 都 存在 一 个 可 测 集 A 使 得 
lal Ca) < 去 和 |v1(4) > eo G = 1,2, 3...) | 
令 4 一 fm A, D 
ID < Bled < (s= 1,2, 3 1); 
ilala) ~ 0. 男 一 方面 ,由 于 +» 是 有 和 究 的 ,天 
[v| CA) = lim|s|(2,U Arn U+) 


> fm [s |(4,) > 8, > ü, 


这 与 y & 和 矛盾， 从 而 定理 的 必要 人 性 得 证 ， 
次 证 充分 性 ， 假 定 o < & 不 成 立 ， 册 引 理 c), 则 存在 一 个 
可 调集 Aas 使 得 当 (do = 0 时 
tol CA) > 0, 
Ra 一 去 1p1C40) > 0， 于 是 对 任意 8 > 0, H |a! (A) < 8 B$ 


都 有 


. |CO) > s 
成 立 ; ABSENE RTE. BERE, 从 而 vy < 成 立 ， 证 
完 ， 


定理 6.3 的 充分 性 条 件 是 我 们 在 数学 分 析 , 进而 在 实 变 函数 
论 中 关于 绝对 连 急 竹 定 义 的 推广 。 由 定理 6.3 可 疯 前 述 绝 对 连续 
性 的 定 久 是 很 自然 的 . 

引 理 64 荐 tt 和» 都 是 C0, ar) E 8 SP NIE, w < = E. 
x>( Q) > 0, 则 存在 一 个 8 半 0 fE 4E .mr ;使 得 g(tA)>>0 且 4 
是 广义 测度 > 一 sg 的 正定 集 . 


证 对 每 个 4 之 1 v. = v Tm BA v, BEIR 
SMERE 6.1, 对 o, FEER B,, 使得 8 是 正定 集 ， 令 
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B = A B,» 则 BC B, = 1,2, 3,- "D, 由 于 B, 是 Ya 的 负 定 


# BE d 
0 > v, (B) — (B) 一 1 (B), 


0 < B) S- aB), G= 1,2,3). 


S n — co, (B) — 0, Am A ES > 0 %l 
0 < y(Q) = vB) + x( B) — x( B) 
HRE» < = É WIBF892E c 可 加 性 知 


0 < (B°) = = (Ù B; ) < > aC BS), 


所 以 , 必 存 在 一 个 B;,, 使 得 x B5,) 之 0, 取 4 一 Bip s = > 则 
+ 


A, e 即 为 所 求 . | | 
引 理 6.5 设 > 和 # 是 (9, .er) 上 测度 , 令 


St 一 SXC): XEM .er 可 测 且 
Í xau < oA € O, (6.8) 
则 (i) S€ EE; GD 对 任意 {Xi#n > 11C.9 都 有 supX, € X; 
Gü) 存在 一 个 XE A, 使 得 xau = a, 其 中 
a — sup H, Xdp:X € ah, (6.9) 


证 G) 取 X(w) =m 0, TAXED. 
G 要 证 sup X, € J, HH (6.8) 只 须 证 


| sup Xod Ev A) AE A. 
令 Y, = aP Xa 显然 ， 0 =< Y, t SIR Kao H s W Sk Pe =a 


lim | Y, du = Í sup Xda AE, 
n> dnp 


因而 ,我 们 只 须 证 
| v.a < CA), AEL, {nm 1, 2, 3,-- +) (6.10) 


RIE WES 
Ex — {o:Y, lw) _ Xiewm)}, 


丰 呈 1，2 nš næ Í, 2, 3, 


TR U Enk = ü, 我 们 将 {Eno "ys Esni 不 相交 化 , 令 


Ba = Epo Bz 一 [E FE, 5 
B, = [En] IE, FNA Y [E, oF NN Enk 
A= 2, 3,: "5 #, 


则 S) B. = Q HIER AE .er Rin > 1 8 r 
k=1 


|. Yadp 一 s Í Yndia = > | Xidp 


k= “ A8ni y=1 74Bgà 
< D, (AB) = v(A), 
k=I 


BJ (6.10) Bv YZ. 
Cii) h (6.3), 存在 {Xs > cC, 使 得 


a= bm | xa. 
+X = px, WNO < x, < x E Ü Xdn < | Xdu (n = 1, 2, 
n=l È 2 
3) 所 以 a 所 | Xda, BIWM Gi) B C69) 知 Xe ər 


Ha> | Xam 所 以 < 一 | Xan. ES. 


定理 64《 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 ) 设 > 和 上 分 别 是 (8，,.or) 
上 5 有 穷 的 广义 测度 各 测度 ， 若 < u 则 存在 一 个 (8, er) 可 
WG a. c- [Lx] ARAR 天 ,使 得 
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y( A) = | Xde, AE (6.11) 


上 且 X 在 上 等 价 的 意义 下 是 唯一 的 《 即 若 X 和 完 都 满足 (6.11)、 则 
a. e. [nl), 

证 PR, EA) =t, AE, W X( m) 于 日 即 为 所 求 ， 
REFE. AERE o» ss 0, 分 三 步 进 行 . 

G) 设 wz 都 是 有 穷 测 度 . 由 引 理 6.5 A FEDI er 
司 测 函 数 X € .2 ,使 得 


| Xda— a= sup |Í Yaa: Y € Sr]. 
a a 


由 1 Xdp < x(Q) < + I, XE 2. e. [a] 有限 的 ， 
下 证 区 满足 (6.11), 令 
SCA) = p4) — | Xap, AE. (6.12) 
H (6.8) Si 6 RA SAE. BE (6.11) 不 成 立 ; 则 必 有 o=o, 
由 于 >z < a, WAER A €. H a( A) 一 0 有 vw(4) 一 0， H 
(5.12) É (6.8) 有 PA) = 0, fk 5 < pg。 根据 引 理 6.4, 存在 一 个 
8 > 0 #I 4 € ər, E al > 0 B.A8k euE, Pr LJ 
(ANE) — sal ANE) >20, E€ w. (6.13) 
e Y = X + eXa MH (6.13) K (6.8), HEE EE 有 


Í Yaz = Í Xd + s| xa = | Xda + euCENMAY) 
x "Ë E E 


< |, xz + ANE) — | Xan + ENA) 
一 | xan—| Xip + vyC EN A) 
' ENA ENA 
<,(En a) Fy ENA) =E), 
w Ye or, 所 以 [Yak <a. 这 与 事实 
| yaa = | Xdp + eul A) = x + eul A) > = 
I!) Ee 


牙 掉 ， 故 假设 错误 ,所 以 对 X(6.11) 成 立 。 这 就 证 明了 在 在 性 . 
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下 证 唯一 性 ， 证 存在 二 个 非 负 a.e, [pn] ARRAI or 可 测 国 数 
xi ER 
+o > y(4) = | Xip = | Zan, AE. 


于 是 | (X 一 多)dp 一 0，4€ .or; 由 第 四 章 积分 性 质 6 知 一 
X = 0a.c. [z], BR X — S. ase. [pa， 所 以 唯一 性 成 立 ， 

Gi) 2 是 有 穷 广义 测度 ，z#“ 是 有 窃 测 麻 ， 由 定理 62 H| > = 
vt — v Hrt RRA AME, H 3 E 63 (b) 8, rt < z, 由 
{让 证 可 知 ， 在 在 “唯一 ”的 a. e. lel 有 限 的 .er WAR At, 使 
得 

+o >> yt(A) = | x*das A € a 
成 立 ， 令 站 一 Xt X, EK X EL a, c, [e] 有 限 可 积 函 数 且 
sA) 一 vd — r(A) = |, Xtam — | Xam 
-| Xdu, AE ef. 


Fi] G) TERE EB ZME ENE X BJ“ kE". 

Gi zz 和 分 别 是 so 有 穷 的 广义 测度 和 ez Aa W Es. 因此 
存在 {Es:48 守 1}C.er 和 (ËE,:m 守 1}C er， 使 得 对 任何 n,m 
> 1, 都 有 | 

|>(E,)| € +0 和 A(Ë,) < +, 


> s. _ > z, =Q, 


对 每 个 n,m 2 1, 令 
Esm = E, Ën 
Panl A) = Enn NAY, pan A) — Enn A), 
AE. 
TA 


LEE i 


(DCE) < Ivi (En) == J» |EN Ën) 
< |#|(E,) < +, 
0 < Enn) = HEN En) < u(É,) < t, 
并 且 vam 和 pn 分别 是 (8, .err) 上 有 穷 的 广义 测度 和 测 诬 ， 若 
Pam A) — 0, H 
ACAN Em) => me ( A) = 0, 
根据 >< x, 改 
Vamal A) = KE pn Y A) = 0. 
所 以 Pam < maa. WHE Gu) 证 可 知 , 在 在 “ 崔 一 "的 (90, sr, Mam) 
EFRA X... 使 得 


Vank A) = |, X amil fnm = | md gt AEL, 


再 令 
Ta》 = 5 > Rn) Xan eo). 


由 W X mdu! < 十 oo 知 Kam eo) Xe (m) 是 a. €. [=] APR a 
HMR AXE a. e [a] AR ,ar WAR, 并 且 对 任意 46 .ar 
有 


»(4) 一 > EEN) - > > yal 4) 
一 S5 


n=l mal 


-5 zf, X,.X dn 


m= 1 mal 

-| > S X Xenda — | Xda. 
由 于 对 每 个 nm， m 22 1, Xumea e. [唯一 的 , 故 
X(o) = x: 5 Xun O) K Ens (2) 


an) wj 


and 
[a X t 
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是 a e. [jp] 唯一 的 . 证 完 . 
定理 中 关于 “» 是 有 帘 的 ”这 一 条 件 可 以 去 掉 ， 但 这 时 XX 就 
PEF a e. [al 有 限 的 了 ， 
R1 Xo 是 概率 空间 (O, .wr,P) 上 的 随机 变数 ( 即 久 
可 测 且 a. e. [P] 有 限 ) 且 数学 期 望 E(X) 
E(X) = j. XaP 


有 限 , 册 对 性 意 子 5 域 FCs 都 存在 一 个 -好 E Y (o) 
HEC) (Y 与 W EXER) {E1 
a YC wjdP 一 Í XdP, A € A, (6.14) 


W HM 2 
y( A) = |, X2P., AE F. 


由 广义 测度 的 性 质 1 及 ECX) 一 | xaP ARTIR > Be (o, ar) 


上 有益 的 广义 测度 且 bv < P. 利用 定理 即 可 得 到 系 成 立 ， 证 完 . 

定义 65 i Xlo) ARSH (a, er, P) 上 随机 变数 且 期 
A EOD AR F 是 .er 的 子 " 域 ,我 们 卸 满 足 (6.147 H Yea) 
EA XOD 关于 子 c 域 r 的 条 件数 学 期 望 . 并 以 ELX o 1 
记 此 Y(w). 

一 般 说 来 , 系 中 的 YC(w) 一 X(o), a.e. [P] 不 一 定 成 立 。 当 
然 , 若 J = F, 则 Yla) — X Ca}, a. °, [P] PADAT. 

His ìta = [0,1]; .ar 一筹 [0,1] 是 [0,11 上 的 Bord 
RE, P E LME 


sZ, = {[0， 1), $), Z, 一 并， 1], [o, 1]. (人 省， et, 
X(x) = e", xE[t l]. : 
BR PORC, R EX) — [ar me — L, 到 


Yla) = r — 1, o € [0, 1], 
网 对 Z, = 19, 中} 中 的 集 有 
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| Yap = | (e — Dar = e — 1 = [a -| XaP, 
ü 0 . ',. a 


| Y,gP = 0 = Í XP, 
° + 
故 E(X] ,} = Yo) = e — l,a. e. [P]. 


(er —1), welo Ll, 
co- 1 e [o L| 


2fe 一 e”), ee (>, 1]. - 
则 对 Z= {ios 17, [0, H, (4, 1), o) sa 


fos Y,dP 一 F eA — 1)4z = (er 1) 
| 


一 | .XaP 
wL) 


|x. YdP = P Ke — ear = (e = ee), 
j 


esdr 一 J XaP, 
oa 


üil 


Lye] vaa] YP = e — 1 
> 


m . 
E{X| a) = Yw) 
_ — 1), w€ [0, 1/2], 
2{e — e}, wm € (1/2, 11, 
TI X. {X| F} EIX| Z, EBRR a. e. [P] 相等 . 
例 7 Vk RE L JEE, FO 是 分 布 函 数 ，pr 是 FCx) 在 (R. 
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a.e. [P]. 


Bu) 上 对 应 的 L-5 测度 , 若 ar < x, 则 “唯一 ”地 存在 一 个 ae 
la] 有 限 的 可 测 葬 数 0), 使 得 


CA) = | Ides 
其 中 4 是 工 可 测 集 ， 特别; 取 4 = (—co, z] 得 
F(z) = EOZ +e, 


在 实 变 函数 论 中 已 证 ， Eto sae [n] EE R. 


dF (z) 


Pa =j}, a.e [al 


j8nj ie 29 

ZE IG), ac 

dp A Js ` [a], 
JG) 是 Ftx) 对 z* 的 导数 Ge [a])， 我 们 将 此 导数 的 概念 推广 ， 
有 如 下 定义 : 


定义 66 设 和 上 分 别 是 (9, .er 上 = 有 穷 的 广义 测度 及 
测度 , 且 > < pg。 我 们 把 定理 6.4 中 “唯一 ”在 在 的 满足 (6.11 的 


X, 称 为 对 # 的 广义 导数 ,并 以 = 记 之 。 


由 广义 导数 的 定义 有 
Le = f (E) AE ər. (6.15) 


根据 定理 62。 对 任意 广义 测度 p, WDR p me tea 是 
WEE» A5. Ak AWE RDE: 对 任意 可 
DE A, 


人 Ydy 一 Í Ydayt 一 |, Yd”, 
当 右 端 有 意义 时 称 积分 |， Yay 存在。 
广义 导数 类 羽 于 导数 ,有 如 下 性 质 . 


=203 < 


性 质 J (线性 性 ) 设 ou n RE (Q. .er) 上 有 穷 广义 测度 ， 
B E ç 有 穷 测 度 ， C. 8 是 常数 ， EEN < f y < xn, 并 且 ax, 十 
ña 是 广 庆 测度 ; 则 
dx, a drn 2 
a du +ë an == a Cav, Bp), a.e. [z]. 
证 hron Eo ASUNE, = Ec 有 窒 测 度量 >, < =, 
v: K e, Wan + fn € a H a + pn 也 是 5 ASD WE, E 
由 广义 导数 的 定义 及 积分 性 质 可 得 对 任意 4< .wr 有 


| (Z Lan + go]jan = [om 4) + pra( A)] 


ae 


dx, E 
m= + . 
j. Ë die ë du # 


d>, dr d 
Ar 下 = + 8v], a.e. . 
a f g z ln [am + pys], a.e. [a] 


性 质 2 设 > 和 = 都 是 (8 . 7) Lo 有 穷 测 度 , 若 > 祥 ms 则 
dy 
—_ — = 0, a. e. [a]. 


du 
证 ”由 定 义 知 ,对 任意 A4E .wr 有 


则 必 有 
da 
性 质 3 设 v 和 是 C9, .er) 上 了 有 穷 测度 :四 是 79，.or) 
Eo 有 穷 | 义 测度 ， # g <> B >< x, Jp < = R 


dp _ də , d 
du dr dH 


证 ” 设 对 任意 AE, B ela) = 0, Hx < az Nl PC 4) = 0, 
FH @ < z NL, gC A) = 0, 因此 yp < a, 根据 广义 导数 定义 可 
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一 一 5 a.e. [a]. 


8: 对 任意 de .er 有 


PEOL 


<o L (2) 
pa) = Í, (SE) du, 


车 能 证 对 任意 4 Ee 有 


dp -| (e). (并)a 
|, du # A^ dy Vda fx 


WHEA 3 A. D RET ERS 0515 kb SE pa A FEP 
单 国 数 {X C o) 之 1。 使 得 f 


s< xš t (y, (a — oo). 
dr 


对 每 个 = 之 1; 不 妨 设 Ki = D Kan AE „or R =1,2, +t; 
ket 


m), WER 4E. 有 
dy dy 5 dy 
Xi S du = a | Ed a Í — d 
|, an > t) da # 2 t 44k du # 


=a >` aku (A At) = Í X dy, 
k=1 : 4 


令 = 一 o0 利 用 单调 收 领 定理 可 得 
和 
|.) J, A J (=, dvu 
HAEE 4e .er 有 
dp, dga “2 
f, dr da" f, aw 人 
性 质 4 如 > 和 上 都 是 (8, .er) 上 5 有 穷 测 度 , 若 > < = E. 
S” > 0， ace. [u] M £ < v B. 
dp 
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dje 1 
一 一 一 -一 一 ， ae r]. 
dv ’ 


dy dy 
dp 
证 [My < z, REE AE .ex 有 


A) | dn 


再 由 PA >= 0, a e [a] 可 导 得 ,对 任意 4e .or aA 一 0 的 充 
要 条 件 是 v(4) 一 0; ik z < v. 利用 性 质 3 及 和 = 1, a e. [>] 
立即 得 到 


e S=. a.c. [>] 
Hi. 
SE — I Z 0, ae. [>]. 
dy dr 
du 


性 质 5 设 v 和 都 是 (9, . r) 上 9 EaR Ea M 
SHE 88 8] MAA A A 


| xa, = | (x Z) dw, AE. (5.16) 
d 4 dp 


PAWE MWA- ka h FE B 425. 
证 当 X(a) = Xelo), E € ,er 时 ,由 (6.15) 有 


dy -| ( 2.) 
d=| dv= a=! (y a 
| x , |. » ja 各) 4 E dn 上 


E 
-| x2 jap AEs. 
再 由 积分 的 线性 性 知人 《6.167 A ARAR. AA gaa] A 2yr 
政 自 分 的 构造 及 单调 收 喜 定理 知 (6.16) 对 X* 成 立 ， 所 以 (6.162 
x? X — Xt — X” 成立 ， 
例 8 ik FC) Rup pra bB 2k , a> 


£ : à F] 
Dx) 一 | (i 一 < LEY eO), r€ R. 
_ y yz 


" 2Ü6 = 


Ew, Be 分 别 是 亚 ， e 对 应 的 L-S WE, Wi pw < po; 并 且 
r 1 
Vx) er dG), z€ R. (6.17) 
y y 


H F] 
证 = lim (1 一 iny) lty = |, 


y y 
. * ` 2 : 
tim (1 LES — tm (1 = a) y 
y y 
— u I S jim LISS L jim SRY 
yet y? s. 3° Fh Gy 
— jim EEF = L 
y» ő 6 , 


故 存 在 二 个 常数 e > 0, e” > Ú 使 得 


+ z 
0 < e <(' i < e" < +o, y € R, 
y 


利用 性 质 4 即 可 得 证 (6.17) 成 立 . 
$6.4 广义 测度 的 勒 岁 格 分 解 


今后 车 不 另 加 申明 ,我们 都 假定 ”和 产 是 O, ar) LEER 
广 叉 测度 ,一 般 说 来 , vy < 关 不 一 定 成 立 , 但 是 否 可 以 将 > 分 解 :使 
得 其 中 一 部 分 对 闫 绝对 连续 而 另 一 部 分 又 具有 什么 性 质 呢 ? 本 节 
的 目的 就 是 要 解决 这 一 问题 . 

E67 对 已 给 的 > la, 若 存在 一 个 可 调集 N (依赖 于 
和 gg) 且 jel) 一 0， 使 得 对 任何 4 Es WE NANY — 0 
RU. ME” 对 是 奇异 的 ,以 v l a EZ. 

Flo 设 Q= 11,2,3, a = (OQ), - z JE LWE 
ECA) = ARARATS Woda 但 > 上 ee 不成立 . 

事实 上 ， 对 测度 上 只 须 取 NN = Q, PANE., HH aN) 
= 0, N° — h, 因此 对 任意 AE er 有 

LANN) = yp) = 0, 
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Wen la 对 测度 yx 而 言 z (N) = 0 34 E. 8435 N — Ó+ id pk sz. 
iw hh N — Q, 只 要 v(A) > 0, AE 则 存在 一 个 AE um, 
HA) >= 0, 则 
PAAANO = pA NO) = x( A) >= 0, 

因此 ?> 上 产 不成立. 

定理 6.5 CH NDER Æ > T ER E o £ 23 BJ, 网 > 
对 产 可 分 解 为 二 个 z 有 有 穷 的 广义 测度 w 和 vw, 使 得 

v= y. + p,, Dí < Z, PLR 

HEZA 88 ( SR206 85 D11623 Et —BJ., 

HE ”类似 定 理 6.4 的 证 明 , 只 须 证 > RU 26 F 5 25 88 E RU T 
形 ， 

《i)》 先 证 唯一 性 。 设 + 对 上 有 二 组 分 解 v。, >, 和 六, p, 使 得 
u = x, + v, = P, + Dos 
pp < n, F, < # H p, la, P, L u, 
> st — P, — b, 则 
2 = $, — xv, = x, — Ë, 

ESSEE rh yE M E iF F 3 E z, 

Ca) HI >, < xÉ b, Kan" = v, — DB, < ny 

(0) A S, La K x, dpi >* — p, — v, L no 

(Tr) 由 | 同时 vy* < pg 可 得 py* = 0. 

只 证 CY》， 由 ys]& 知 ;存在 一 个 可 浏 集 N 有 日 aN) = 0, 使 
得 对 任意 4 € ,wr RA CANN) = 0, i 

PA) = NN A + EN Y A) = pCNN AY. 

再 由 >* < x 


0 =< CAPIN) < aN) = 0 
MINNA) = 0. WAER AE .or 都 有 
z2*( A) — y*(N YA) + =*(N° | A) = >*(N MN A) = 0, 
Rj >* = 0 成 立 ， 从 而 
p, — É = B, — v, = w* = 0. 


ik 
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p. mm f, y, = Bp 
RES TAA 8 ën — RI. 
Gi) 次 证 存在 性 Arar É > €u, HELI» < > + 
as 根据 定理 6.4 知 : 对 任意 4 E .er 有 


x= | (z 5 JA + a) 


-Lime t (19 
A 0 =< u= > + z, Br 


dv 
0 = —— = 1, ae [æ ty]. 
dlv + a) , “ 


令 
一 — P- m 
N | De 1}, (6.19) 
(A) = NNA), vA) = NAA). (6.20) 


显然 ， NE . w B. v 一 x + bs 下 证 如 < aH p. d As 由 (6.18) 
及 (6.19) 知 


(N) = |, (二 5) d(x + a) = Í, ld{y 十 a) 


= y(N) + a (N). 
根据 > 的 有 穷人 性 ,可 得 
BCN) = x(N) — x(N) — 0. 
MH (6.20) 知 ; 对 任何 4E er 都 有 
yANNY = pCNNLANNT) = y(#) = 0. 


Tr, Lau. | 
和 根据 (6.18) AHER AE r B. aC A) 一 0 时 有 nCANN’) 
= 0, w 


|... 1 de = Ù, 


PANNI 一 [Law Fam da + J |Z =] d» 
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T |... Fe 本 | d». 
ik 


| Í t 一 元 | dy == 0. 


再 由 aÚ A) 一 0, 从 而 有 
lam |i B G 1 da= 0, 
Í. |- dlr + EE dl» + a) = fr |: _ Z=] d» 


dv 
+Í ji- 元 和 一 | = 0. 
ann L dC» + g} # 


XIN (6.19) É 
d 
IG L = 1, asa.e.[au + x], 
BHi E ANN EE. 
dr 
J + > 0, ae [at yl 


#k (z + aX ANN) = 9, if 
Co + CLANN) = sC A NE) + CANN) 
= pA AN) 
所 以 
vd) = yANN) = 0, 
Wa] w, < =, 


65 ARRA e 


ERREP, PTE S Sy BAH“ EA AN.: 
一 是 绝对 连续 型 , 即 分 布 函数 FCx) 可 表 为 
| FO = | p00) ys 
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PCy) 是 非 负 PIIA ñi iy dis HAN t 分 布 等 。 一 
离散 型 , 即 形 如 


F (ax) = S. pd ls 2,3,"--…) 
ajar 


i=l 


AAAA gn — Ji fi, 泊 松 分 布 等 。 那 未 除 此 二 种 “基本 ”型 
外 ,是 否 还 有 其 他 的 “基本 ”类 型 呢 ? 任何 一 个 分 布 通 数 又 与 这 些 
“基本 ”型 有 何 关系 呢 ? 本 节 的 目的 就 是 要 解决 这 一 问题 。 

引 理 6.6 ”对 任何 分 布 函数 FPC*)， 都 可 分 解 为 两 个 分 布 函 数 
Fa) 和 Fx)， 使 得 FG 是 离散 型 ，F,(x) 是 连续 函数 且 
FC = F (x) + Felx), x € R. 

证 由 于 F(x) 是 不 减 的 , Erta ë PO BE IK z 8: DIH = £ TJ 
数 . W D = [x 21 * t*a zw. 令 

p(z,) = F(xz,) — F(x, — 0) > 0, Ga = 1,2,3,-".), (6.21) 
FG) — Dplxe), FER, 
J. : 
Fix) 一 FG) — Fi), <€ R. 
显然 , F 一 F. + Fo B Fi 是 离散 型 的 分 布 函 数 , 下 证 F. 是 连续 
BOARN. IER r's 
FLE) — FDS FG) — FG) — D ple) 


r< x sx" 


= Fix 一 0 一 Fe 一 >) pland (6.22) 


Em.) — EKA] = FG — 0) — FG —0) = 0, 
即 F.(%) 是 左 连 续 的 。 右 连续 性 可 由 F, — F 一 F, B FR P, E 
分 布 函数 ， 因 而 有 右 连 线性 而 得 到 ， 因 此 F) TENN. H 
(6.21) É (6.22) 可 知 * 对 任意 x < r 有 

Fx) FG) = FG) — FC) — 人 pee) 


EE 


= [F(x) — F] 一 | X Fle) 


— F(z,—0))| >o, | 


所 以 F, ERRI. MAYWUEBH T F, 是 连续 的 分 布 函数 ， 

定义 58 设 pz ADAAN FERRINE (R, g) 上 
对 应 的 L-8 调 度 , # 是 工 测度 . 

G) 如 果 ps 上 ps 则 称 rO) 是 奇 汉 的 分 布 函数 ， 

(ü) 如 果 pr < a, 则 称 Cx) 是 绝对 连续 的 分 布 函数 . 

BI 6.7 ”任何 离散 型 的 分 布 函数 ,都 是 奇异 的 分 布 酒 数 ， 

证 ik FC) BERAR D — [xi mr 

F{x) = D) pas pr> 0 (n = 1.2, >), 


BN = D, 显然 a (N) = 0 (是 工 测 度 ), 但 对 任意 一 00 < a < b 
< + 有 
Hr kas b] |N) = pr tds El) — arl Cas EION) 
=m F(E) — FD — D) arle) 


ata ssh 


= F) — F(a)— ` p, = 0. 


ux gh 


收 
u (Ney 一 Jim prkkas EJON) = 0, 


和 十 十 于 
BH Es B c £ £ 
0 < a (B NN <£ wrtN) = 0. 

E aB NN) = 0, 所 以 arle 即 F (z) ERRAI p RR. 

定理 GG JERAHA Ftx)， 都 可 唯一 地 分 解 为 如 下 三 
个 “基本 型 "之 和 

F = F, + Fat Fes 

其 中 F, EBREI, Fu 是 高 散 的 【 必 是 奇怪 的 )。PF,. 是 连续 
HEARD F PR 91 , 

证 由 引 理 6.6 i: F = F, + F, Fe 是 连续 的 F, E zs 88 
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RI. UE us. 和 = 分别 是 波 莱 尔 可 测 容 间 CR, Æ) E F. AA L- 
S 测度 和 工 测 讼 。 由 定理 65 知 ar, 对 #4# 可 按 勒 风格 分 解 为 二 个 测 
BE asa 和 nreo EI 


Hr = Are 十 ns, B. es. < Es Aralt» 
HRE 6.4 K ure < = 51, fF fE— T = AWA 


d fpe 
ra) = Ps 0, a.e. [gz] 
使 得 对 任意 了 Ee g 部 有 


urlB) = | Pdu = | par, 
令 
F, (w) = ns ((—°o, r] r€ R, 
Felt) = us 8 ((—66, x]), <€ R. 
则 F. 和 F, BEDWAR. H 
HF 一 Hra K Hs FB” Aral B 
知 ,是 绝对 连续 的 ,而 下 ,, 是 奇异 的 . 并且 还 夺 
Pu) — urlo <D — | Oy = {pay, 
F, = Fp Fe 
F —F, + F; = F, + Fet Fu. 
H F, K F, BERARO Fue = Feo Fw 也 是 连续 计数. 
上 述 分 解 的 唯一 性 可 由 引 理 6.6 及 定理 6.5 中 分 解 的 唯一 性 
而 得 . 
例 10 iZ (z) EE [0, 11 上 的 康 脱 函 数 , 令 


; x =< ü, 
F (xz) = > sral, (6.23) 
1, x = 1, 
JJ F (s<) EE 2k Br FF BU 2 aR. 


RRAK @(x) 是 用 如 下 方法 定义 的 函数 : 将 [0，1] 闭 区 间 
集 分 成 如 下 的 类 别 。 第 一 类 是 一 个 区 间 (1/3, 2/3), 第 二 类 是 二 
个 区 间 (1/9,2/9)，(7/9,8/9), 第 三 糯 是 四 个 区 间 (1727,27277， 
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(2/27, 8/27), (19/27, 20/27), (25/27, 26/27), 依 此 类 推 ， 在 第 
s #& p q 2 AA. SAA S(x) 如下: 
在 第 一 类 区 间 : x€ (1/3, 273) hF, @(x) = 1/2 
在 第 一 RERA: x EC19, 2/9) 时, @(z) = 1⁄4 
x É (7/9, 8/9) kf, BCx) 一 3⁄4 - 
在 第 三 类 的 四 个 区 间 中 (CD ERRE 1/8, 3/8, 3/8， 
7/8» 


在 第 类 的 2" 个 区 间 中 60x) 依次 取 什 172', 3/2", 
5/2*,-.., (2* — 1 2*, 
ELR AIKAI x 4F38 8 (z) RELF: 
Be = 0, 8(1) = 1. 
(za) = sup {Or € G; B. + < nj 8 0 < z < 1, 
其 中 G, — (1/3, 2/3) + (1⁄9, 2/9) + (7/9, 8/9) + (1727。2/ 
27)+(7/27, 8/27)-+- (19/27, 26/27) + (25/27, 26/27) + ++, 
它 是 上 述 各 类 区 间 的 和 集 。 这 样 , 9(x) 是 在 整个 闭 区 闻 [0, 11 
上 定 文 的 单调 增加 的 连续 函 煞 ， 所 以 由 《6.23 定义 的 Cx) 是 连 
续 的 分 布 阔 数 . 下 证 FG) 是 奇异 的 
令 B, = [0, 1] — Ga MJ B, FE L ETRO HLA E MEE e Aa 
(B) — 1 — [1/3 + 2/9 + 4/27 + ee + I t ooe] 


= — 1 L5 (2/3 ~ 9, 


显然 , F(z) 在 R—B,= Gu 由 的 每 个 开 区 间 内 都 是 一 TER, 所 以 
paCGO) — por C1/3, 2/3)) + pr C1/9, 2/9)) + - ++ — 0. 
因而 对 任意 工 可 测 集 如 都 有 
FFCB NBD = pr BNG,) = 0, 
这 就 证 明了 erla BH FCO RERO AAR, 


3 题 
1. 设 X 是 测度 空间 (O, wr, P) 上 的 可 积 评 数 , 令 
.214 。 


x( 4) 一 | XP, AE. 
A 
WGE: > EE CO, .er) 上 有 穷 广义 测度 且 
IHA) 一 Í XtdP, y-(A) 一 |, X-ap, Á. 
A 


是 > 的 若 当 分 解 . 而 B = {oX Co) sS 01 fa À = B° 是 > 的 一 
个 哈恩 分 解 ， 
2. 设 ?是 (8, .ar 上 广义 测度 , 试 证 对 任何 4 € .er， 部 有 

A) = sop {al E): ADE E La} 

v (A) = inf {fy( F): AC F € h 
#ERTEHRLEZDŞRA fE tM > 的 定义 ， 得 到 若 当 分 解 
定 班 的 另 一 种 常用 证 法 . 

3. 设 是 C9， ar) 上 广义 测度 , 莹 是 使 得 下 式 石 问 有 意义 的 
可 漠河 数 , 定 义 


| Nady = | Xdrt 一 Í X dv, 
D 8 ° 


试 证 ,这 个 积分 具有 第 四 章 中 讨论 的 积分 的 许多 主要 性 质 ， 进 而 ， 
若 > 有 穷 , 则 对 任意 4 E .rr 有 


la [C A) = sup I Xdv 


4.12 po ER LERE in sk. w JE L MUSE, MEER 
测 空 间 (R, 32) 上 存在 唯一 的 一 个 有 穷 的 广义 测度 "， 使 得 
2 < z Ë. 

v((a, 5]) = ph) — pla), 0O < z =ç ë < +o. 

5. 在 站 为 广义 测度 的 场合 下 , 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 仍 成 立 ， 

提示 . 号 一 4 十 下 为 上 对 于 产 的 哈 加 分 解 ， 在 4 中 对 > 和 
Ar 而 在 BB 中 对 于 zz 和 yg 分 别 应 用 拉 示 - 尼 科 过 姆 定理 . 

6. 设 上 是 有 穷 的 广义 调度 ,因为 ie < u, at < |a], AA 


G= | x*da= Í Ytdļlal, AEL. 
A A 


WE G) Xt — X- = 1, Yt + Y = 1, ace [n] 


:XX 是 .er WARE |X| < 1}, 


= Rls 


Gü) O — A + B E. Éj— 4 Hahn H B EAER, M 
TE A = B° E Xt = Yt, a, e. [jal] EI EB EXT m Ya 
e. [|e] 成 立 . 
7. WRA RE s 有 穿 的 , MRE > 8695, 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 
也 不 一 定 成 立 ， 考 虑 反例 : Q = (0, 1], f 
.or = fA ACEO, 1] AAR Aaah, 
af A) 一 4 中 点 的 个 数 ， 
0, 4 可 列 ， 
"(2 = 1, A° 可 列 . 
8. 设 mla l)a, nr) EERME, AE: 存在 一 个 与 
n(n 2: 1) TAR (8, . r) 上 的 测度 =, 使 得 对 每 个 az21 都 有 
m < n. mbn > 1) 是 广义 测度 时 是 否 仍 成 立 ? 
9. 在 定理 6.3 中, WR r 不 是 有 穷 的 :虽然 aR X 
Fe, 8 的 结论 却 不 一 定 成 立 ， 考虑 反例 : 2 一 {1, 2,3,，'…:}， 
.oz = SCO), aCA) = 4 中 点 的 个 数 , na(4) 一 21 +. 


s á 


10. 设 (0, ur s P) REESE 22 Bj, e 是 .or BIT o R iE 
对 每 个 BE .er 存在 一 个 = 可 测 函 数 , 以 以 了 | .8 ) 表 之 ;使 得 


P(ANB) = |, P(B! Z 34P, AE , 


我 们 常 称 PCB | .er ) 为 事件 8 在 9 域 . 条 件 下 的 条 件 概 率 《 注 
O P(B|. Z) 是 一 个 . 可 测 浮 数 , 而 不 象 概率 论 中 定义 的 8B 在 
条 件 4 (事件 ) 下 的 条 性 概率 POB | .) 那样 是 一 个 常数 ). 

11. PK Pis Pis 325 都 是 (9, x) FEP A mE. 试 证 : 

G) # > < xu p. < >; Bi] x, < >s 

Gü) # >x, < zon; < w FFH am 十 po 仍 是 广义 测度 ,网 av, + 
Pri < Pas 

GD ## n, Z 0, m > 0, u, < ro n < v Ri) >, €< y, + x,, EÈ 
HRI >, 2 0, >, 2: 0 结论 是 否 还 成 立 ? 

12. 试 严格 证 明 , 车 > 各 2 都 是 5 有 穷 测度 且 > < =, W| £ < 
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y 的 充 要 条 件 是 2 > 0, ae [a], 
da 


13. i$ Wy Fs gg 是 (9, uu) ET WEH. # > 0, 试 证 : 


ndla Handla MI (z, + rha. 
14. 设 ?是 (8, . r) 上 广义 测度 ， 试 问 
G) v Lr RE? 
(ú) 在 什么 条 件 下 L»? 


15, 设 对 每 个 = > 1, ms 和 vo RME CO, . Ür) 上 有 穷 测 度 。 


f= Ples Bm Dp Gl) 
k=1 k=1 
Hm, w E, Emp, = x. 
AiE: 
G) HET l = TEH Ñ z 一 co 时 


LEA dit = 
,ae [8]. 
da, da’ 


Gi) H >, < pr (n S 1), B| aco} 


d, db _ 

一 个 at. |E 

dr da [z ļs 

dP, dy _ 

— — a.c. (Efe 

da, dA , t 1 
让 
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